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1 Introduccion

La mecanica cuantica es la rama de la fisica que desdritmngortamiento de la naturaleza a es-
calas muy pequeias (por ejemplo, el comportamiento dattads). La teoria de la computacion
se encarga de estudiar si un problema es susceptible desseltoeutilizando una computadoa, asi
como la cantidad de recursos (tiempo, energia) que se debeii en caso de existir solucion. En
consecuencia, la computacion cuantica hace uso de lanwaccuantica con el objetivo de incremen-
tar nuestra capacidad computacional para el procesandenitdormacion y solucion de problemas.
Por otra parte, la teoria de la informacion cuanticadiatlos métodos, capacidades y limites que las
leyes de la fisica imponen en la transmision y recuperag€ informacion.

El estudio formal de la computacion cuantica comenzoélasrpreguntas que Richard Feynman
planted sobre dos temas: 1) la posibilidad de simularmissecuanticos, y 2) las leyes de la fisica
gue caracterizan al proceso de calcular [92, 93]. A partegketrabajo, la computacion cuantica ha
avanzado a paso firme; por ejemplo, se ha definido formalnt@mstructura de una computadora
cuantica [3], se han encontrado resultados espectasudareo el algoritmo de Shor [4] (capaz de
factorizar un nUmero entero muy largo en tiempo razonableando una computadora cuantica
[4,7]) y el algoritmo de Grover [5] (este algoritmo encuargtementos en conjuntos desordenados
de forma mas eficiente que cualquier algoritmo posiblewtgelo en computadoras convencionales
[5,7]), y se ha disefiado una teoria y practica de la agijgiita usando las propiedades de la fisica
cuantica [6]. En el futuro mediato, la computacion cidmtendra gran impacto en la industria de la
computacion y el desarrollo de protocolos de criptogrgfseguridad computacional [12—-14].

La computacion y la informacion cuanticas representamato tebrico y experimental por la
cantidad y complejidad de problemas a resolver. A pesarafmsdiretos, los avances realizados hasta
ahora permiten ya pensar en aplicaciones de esta discglidaeas del conocimiento tales como la
Inteligencia Artificial, el Reconocimiento de Patrones-{28, 91] y la Bioinformatica [24—26]. De
hecho, la computacion cuantica ha dado ya sus primertssfan la industria pues desde 2003 hay
un sistema de criptografia cuantica disponible en el atgr¢27, 30], y los experimentos realizados
en diversos laboratorios (por ejemplo [28, 29]) ofrecemnltagdos muy prometedores.

Universidades de prestigio internacional como Oxford [&Hmbridge [32], Harvard [33], Viena
[34], Caltech [35] y MIT [36] llevan a cabo investigacion estas disciplinas con financiamiento
publico (Estados Unidos, Reino Unido, Alemania, Franfiastralia y Brasil, entre otros gobier-
nos) y privado (Lucent Technologies [37], Hewlett Pack&®][IBM [39] y Fujitsu [40], entre otras
empresas). La computacion cuantica es importante pargdbiernos debido a que la creacion de
computadoras cuanticas implicara la existencia de esicende alta vulnerabilidad (las computado-
ras cuanticas seran capaces de descifrar, en horas oosjihag codigos de encriptacion que hoy
tomaria mucho tiempo resolver. En consecuencia, la cortfididad de mensajes electronicos se
vera afectada). Por su parte, la industria del computawertido recursos sustanciales en esta es-
pecialidad debido a las ventajas en rapidez y seguridad ths dae la tecnologia cuantica traera
consigo, ademas de que la miniaturizacion de componelgesonicos implica la aparicion de efec-
tos cuanticos.

De lo anterior se deduce que las oportunidades de desaproliesional para cientificos e inge-
nieros en estas disciplinas son amplias y prometedorasmaslees importante subrayar que, dado
el alto impacto que la computacion e informacion cuastitendran en el quehacer cientificoy en la



vida diaria del ser humano, el trabajo desarrollado pormradgwientificos en estas disciplinas ha sido
ya merecedor de premios internacionales como el Prin@pesturias 2006 [41, 42].

En el ambito nacional, la computacion y la informacioramticas ha despertado el interés de
varios miembros de la vida cientifica e intelectual mexicafianto en publicaciones académicas
[43,44] como en medios de comunicacion masivos [45-54fsesampos del conocimiento y su
posible impacto en nuestra sociedad han sido tratados diesoitas opticas.

A pesar de contar con recursos humanos calificados en dsstiniversidades y centros de inves-
tigacion (UNAM, INAOE y CINVESTAV, entre otras), y de quegainas instituciones han trabajado
en la formacion de recursos humanos (por ejemplo, la preseuela mexicana de verano en com-
putacion cuantica, llevada a cabo en la UADY y el CINVEST¥¥rida, organizada por los doctores
Luis Alberto Mufioz Ubando, Salvador Venegas Andraca, RodeCoss y Juan Luis Diaz de Lebn
[55, 56]), México no tiene grupos soblidos de investigach computacion e informacion cuanticas.

Como parte de la estrategia para integrar a México en estpaael conocimiento, el Tec-
nolégico de Monterrey Campus Estado de México y la unidas de Leeds (Reino Unido) han
unido esfuerzos para organizar3agunda Escuela Mexicana de Verano en Compaaeilnfor-
macibn Clanticas El presente documento es un texto disenado para impartiurso introductorio
a la computaciébn cuantica durante la primera semana dirawescuela.

2 Algebra lineal

El algebra lineal es ampliamente utilizada en fisica. &rigular, este campo de las matematicas se
usa en la formulacion de la mecanica cuanticay, en coeseia, en la computacion y la informacion
cuanticas.

En esta seccion estudiaremos varios elementos del altiesbal necesarios para una introduccion
seria a la computacion cuantica. Para profundizar en doseptos aqui revisados se recomienda
consultar las obras [7], [8], [9], [10] y [11].

2.1 Campo, espacio vectorial, producto interno y norma

Definicion 2.1. Campo Un campo es un conjuntécon dos operaciones, llamadas multiplicacion y
adicion, que satisface los axiomas siguientes:

DVz,yecF = z+yeF

2Q)Vr,yeF = c+y=y+z

Va,y,z€F = v+ (y+2)=(r+y)+=2
AHF0eFtalquever e F = 24+0=04+zx==x
5)Paracada € F3! —zx e Ftalquer + (—z) = —x+x2 =0
6)Vr,ye F = zy e F

NVzr,yeF = xy=uyx

8)Vz,y,ze F = z(yz) = (2y)z

9)dlleFtalquevaex e F = zl=1z=x

10) Paracada € F — {0} 3! ! e Ftalquerz™' =z~ 'z =1
1N)Va,y,z€ F = z(y+2) =zy+ 2z



Ejercicio 2.1. SeaC = {a + bi | a,b € Rei = /—1} el conjunto de los nimeros complejos.
Seanz; = a + bi y 2z, = ¢+ di nUmeros complejos. Definimos entonces:

Dz +2z=(@+b)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

2) 2129 = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i

3)zix=a—bi

Use 1) y 2) para demostrar q@ees un campo.

Definicion 2.2. Espacio vectorial SeaV un conjunto cualquiera, asociado con un carkpos
elementos d& son llamado®scalares En las siguientes lineas daremos las condiciones que deb
cumplirV para recibir el nombre despacio vectoriglpero antes haremos del conocimiento del lector
algunas aclaraciones:

a) Denotaremos a los elementosde&on la nomenclatura), donde el punte es sustituido por
una letra del alfabeto griego o castellano. Ademas, desoias a los elementos d&con simples
letras del alfabeto castellano.

b) La notacion generalmente utilizada para describir eleasetteV esz. Sin embargo, en com-
putacion cuantica se acostumbra escriibjren lugar der por motivos que expondremos a lo largo
de las siguientes paginas. Baste decir por el momento ggimbblo|x) forma parte de la notacion
de Dirac.

Entremos entonces a la definicion de un espacio vectorédiniinos sobré/ dos operaciones, la
adiciony la multiplicacion escalar
- Poradicion se entiende una regla que asocia a cada par de elenjepths € V con un objeto
|u) + |v) € V, denominado suma de) y |v).

- Pormultiplicacion escalarse entiende una regla que asocia a dadaF y cada objetdu) € V con
un objetok|u) € V, denominado multiplo escalar ¢ke) por k.

SiVlu),|v),|lw)y € VyVEk, Il € F se satisfacen los axiomas 1 al 10 que se presentan enseguida
= V se llamaespacio vectorialy sus elementosectores V también puede recibir el nombre de
espacio vectorial lineal

1) |u), |v) € V=|u)+ |v) € V

2) [u) + |v) = |v) + |u)

3) [u) + (Jv) + |w)) = (ju) + |v)) + [w)

4) 30 € V, llamadovector ceroo elemento neutro aditivdal que|u) + 0 = 0 + |u) = |u) (Observe
la notacion atipica).

5) Para cad&) € V 3! — |u) € Vtal quelu) + (—|u)) = —|u) + |u) =0

6)Vi|uyeV, keF = kluyeV

7) (k4 1)|u) = klu) + [|u)

8) k(llu)) = (kI)|u)

9) k(lu) +[v)) = klu) + klv)

10) 1|u) = |u), siendol el elemento neutro multiplicativo de.

Nota. Si el campo en cuestion €5(R) entoncesY recibe el nombre de espacio vectorial complejo
(real).



Ejercicio 2.2. Demuestre que:

a)C" = {|u) = (w1, ug, ..., uy)" | ug,u,...,u, € C}esun espacio vectorial complejo.

b) M, (C), el conjunto de las matrices de ordely con entradas complejas, es un espacio vectorial
complejo.

Definicion 2.3. Espacio vectorial complejo con producto interno En la geometria euclidea, las
propiedades que cuentan con la posibilidad de medir lotgsule segmentos rectilineos y angulos
formados por rectas se llaman propiedaneicas Ademas, en el estudio elementalitiese utiliza
el concepto d@roducto escalapara calcular longitudes y angulos. Ahora extenderemas @eas
a espacios vectoriales generales a través de la defirdeigmoducto interno

SeaV un espacio vectorial complejo. El espadicse conoce como espacio vectorial complejo
con producto interno si es posible definir la funcigneducto interno(-,-) : V x V — C, la cual
obedece los axiomas plasmados en las siguientes lineas:
Y u), vy, |w), |z) € V,a, € C =
1) ([u); |u)) 20y (Ju), [u)) =0« [u) =0
2) ([u), [v)) = (|v), |u))*
3) (lu), alv) + Blw)) = a(u), [v)) + B(lu), [w)) *

Ejercicio 2.3. Sean|z) = (x1,%a,...,2,)% [y) = (y1,%2, ..., yn)" € C" = definimos el producto
interior enC" de la siguiente manera:

(J2), |y) = (wfys + by + ... + 2iya)? = (O, x7y:)"/?, dondez; es el conjugado de;.
Demuestre que, con esta definicion de producto intefftoes un espacio vectorial complejo con
producto interno. El espacio vectoriat, con el producto interno definido en este ejercicio, recibe e
nombre deespacio vectorial n-dimensional complejo con producterimb.

Definicion 2.4. Espacio vectorial normado SeaV un espacio vectorial complejo con producto
interno. Definimos lanorma || |z) || de un element¢z) € V comol| |z) || = +/(]z), |z)), la cual
debe satisfacer las siguientes propiedades:

DVjz) eV = [[[z)[[>20,y][|[7)[|=0 & [)=0

2)V|x) e VyVa € C= [ alr) || = |al || [z) ||

) Mz + ) 1< A1 ) [+ 1 ) ]

Si para caddx) € V es posible calcular la norma correspondigite) || = V recibe el nombre
deespacio vectorial normado

Ejercicio 2.4. Demuestre qu€™ es un espacio vectorial normado.

Definicion 2.5. Normalidad, ortogonalidad y ortonormalidad SeaV un espacio vectoriat-

- Dos elementogr), |y) € V se llamarortogonalessi su producto interior es cero.

- Un subconjunted C V es unconjunto ortogonal= V |z), |y) € S, |x) # |y) = (|z),|y)) = 0.

- Un conjunto ortogonal se llan@tonormalsi cada uno de sus elementos tiene norma igual a

Observacbn. El elemento cer® € V es ortogonal a todo elemento ¥n

1En textos de matematica pura es comin que esta terceasseegbcriba asi :
(lu), alv) + Blw)) = a*(Ju), |v)) + 6*(|u), |w)), dondea* y 5* son los conjugados dey [ respectivamente.
En computacion cuantica se utiliza la definicion 2.3.



2.2 Subespacios, combinagn lineal, generacon de espacios, independencia
lineal y bases

Dado el caracter elemental de los temas revisados en esiargese invita al lector interesado en
estudiar las demostraciones correspondientes, a conssliabras [8], [9], [10] y [11].

Notacion. En las siguientes lineas, el simbdaenotara a un espacio vectorial sobre un campo
F,i.e.V=V(F).

Definicion 2.6. Subespacio SeaW un subconjunto de un espacio vectofial W se denomina
subespaciaeV siW es un espacio vectorial bajo la suma vectorial y multipiimaescalar definidas
sobreV.

Teorema 1. SeaW un conjunto formado por uno o mas vectores de un espacionacy. W es un
subespacio d¥ < se cumplen las siguientes condiciones:

a) Siju), |v) € W = |u) + |[v) € W
b)Sik € Fylu) e W= klu) e W

Ejercicio 2.5. Sean el espacio vectorisll,,(C)y S ={ A € M,,(C)|A = A’, i.e. A esigual a su transpuesta
Demuestre qué, el conjunto de las matrices simétricas, es un subespeadit,dC).

Definicion 2.7. Combinacén lineal. SearlV un espacio vectoriak = {|v;) € V, i € {1,2,...,n}}
un subconjunto d& y E = {¢;,i € {1,2,...,n}} un subconjunto del camp®. Entonces, todr)
gue se exprese en la forma

|z) = Zcﬂv&

se denominaraombinacion lineal de elementos d§.

Teorema 2.SeaV un espacio vectorial. Definimos alos conjuntos: {|v;) € V|i € {1,2,...,n}}y
T=A{lz) eV||z) =" clv), ¢ € Fiie {1,2,...,n}}. Entonces] es un subespacio dé

Definicion 2.8. Generadn de espaciosSeanV un espacio vectorial y los conjuntés= {|v;) €
Viie {1,2,....n}}yT ={|z) e V| |z) => " cilvi),c; € Fyi € {1,2,...,n}}. Entonces] es
el conjunto generadopor S.

Nota: Se acostumbra escribifade la siguiente formal’ = gen{|v,), |ve), ..., |vn) }.

Ejercicio 2.6. Los vectores = (1,0,0),j = (0,1,0) y k = (0,0, 1), generan &3y aC3,

Definicion 2.9. Generaddbn de un espacio vectorial SeanV un espacio vectorial ¥ = {|v;) €
V]i € {1,2,...,n}}. Se dice qu& generaaV siy solosiv |x) € V = |z) € gen(S}.



Ejercicio 2.7. Espacios generadores.

1)S ={1,2,29,...,2,} genera @, (x).

219 ¢ () (9 ommmsnen

3) Encuentre un conjunto generador psa(F').

Definicion 2.10. Independencia y dependencia lineaBeanV un espacio vectorial§ un conjunto
definido porS = {|v;) € V|i € {1,2,...,n}} Yy c1,co,...,c, € F. La ecuacion vectorial

> kilvi) = kyfvr) + kalva) + ..+ knva) =0 (1)
=1
tiene por lo menos una solucion, a saber:

Si la ecuacion (2) es la Unica solucion de la ecuacion=19 es un conjuntdinealmente indepen-
diente.

Si, ademas de la ecuacion (1), existen otras solucioneslaacuacion (2= S es un conjunto
linealmente dependiente

Ejercicio 2.8. Demuestre que los vectores: (1,0,0)!,j = (0,1,0)'y k = (0,0, 1)t son linealmente
independientes.

Definicion 2.11. BaseSeanV un espacio vectorial ¥ = {|v;) € V, i € {1,2,...,n}}. El conjunto
S forma unabasedeV <

a){|v1),|va), ..., |uv,)} €S un conjunto linealmente independiente, y
b) {|v1), |v2), ..., |vn)} gENEra &.

Ejercicio 2.9. Bases vectoriales.

1) {i,j, ¥} es una base d@?.

2) SeanR™ con campdR y B = {le1),...,len) | le;) = (0,...,0,1,0,...,0), con 1 en la i-ésima
entrada y O en las restantes, € {1,2,...,n}} Entonces,B es una base d&". La misma base
puede ser utilizada e@d”.

Teorema 3. Todo conjunto de: vectores efR” linealmente independientes es una basi'de

Teorema 4. Sea{|vy),...,|v,)} unabase d& y |v) € V = Il conjunto{cy,...,c,} C F tal que
v) = >0 cilvi)
Teorema 5. Si {|u1), |ua), ..., |us)} Y {|v1),|va), ..., |vm)} SON bases d& = m = n, i.e. cua-

lesquiera dos bases en un espacio vectdriabseen el mismo numero de vectores.
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Teorema 6. SeaB; = {|u1),...,|u,)} una base d&. Supongamos ademas la existenciazdesc-
tores|xy),. .., |r,) € V expresados en la bagg:

\%)Bl = (CL11, <y anl)t7 \562>Bl = (a12, <y an2)t7 ceey \%)Bl = (a1n7 e 7ann)t

A partir de estos vectorés; )z, construyamos una matri:

a1 Q12 ... Qi
= as1 Qop ... Gop
Ap1 Ap2 ... QApp
Entonces|x;), |z2), ..., |z,) son linealmente independientesdet(A) # 0.

Observacbn. Deseamos subrayar que la existencia de los elementos depani@ vectorial
|x) € V esindependientele cualquier base que uno escoja para representar al yectdro Gnico
que dejz) depende respecto de la bdseue uno escogiese son lke@mponentedel vector, y no el
vector en si mismo ( 0 el nimero de componentes que debagecaalquier representacion).

Definicion 2.12. Dimensbn de un espacio vectorialSeaV un espacio vectorial Y3 una base d&
= dimV = #(B), i.e. la dimension d& es la cardinalidad d8.

2.3 Espacios de Hilbert

Definicion 2.13. Estructura algebraica, homomorfismo e isomorfismo
- Estructura algebraica Conjunto cerrado sobre una o mas operaciones, el cuafagaticiertos
axiomas.
- Homomorfismo Un homomorfismdd : A — B es una funciébn entre dos estructuras algebraicas
del mismo tipo (por ejemplo, dos espacios vectoriales)uali| conserva/preserva la estructura de
A en B, por ejemplo elementos identidad, elementos inversgeraciones binarias.
- Isomorfismo La funcionf : A — B es un isomorfismo si tant¢ como su inversg~—! son
homomorfismos, i.e. mapeos que conservan la estructura demjuntosd y B.

La idea central en esta definicion es la siguiente: si ebf@sontruir un isomorfismo entre dos
conjuntosA, B entonces dichos conjuntos son estructuralmente idéntico

Definicion 2.14. Espacio vectorial completo con producto interno SeaV un espacio vectorial
con producto interno.V escompletosi para cualquier sucesiofja;)}2, € V que cumpla con
lim; ;o0 || |a;) — |a;) || = 0 también se cumple qu# |b) € V tal quelim;_. || |a;) — |b) || = 0.

Definicion 2.15. Espacio de Hilbert (versbn computacibn cuantica).

- Un espacio de Hilberk{ es cualquier espacio vectorial completo con productornieter

- Dos espacios de HilbeH, H, son isomorficos si los espacios vectoriales asociadosearoirficos

a su vez y dicho isomorfismo preserva el producto interno.

- En particular, cuando solamente se trata con espaciosrisdes complejos de dimension finita,
un espacio de Hilbert se define como un espacio vectorial mmiupto interno (el requerimiento de
completitud es eliminado). Este es el tipo de espacios deeHiton los que generalmente se trabaja
en computacion cuantica.



Observacbn. De acuerdo a lo establecido en la Def. (2.15), el espacioiltberticon el que
trabajaremos en computacion cuantic€e§C), donden es generalmente un multiplo de

Definicion 2.16. Funcional SeaV(F) un espacio vectorial. Ufuncional lineal (también llamado
simplementdunciona) es una funcion lineaf : V — F.

Lema 1. Seak un espacio de Hilbert. Definimos, para cagdac H, la funcionf, : H — C con la
operacionfi, (/b)) = (|a), |b)). Entonces, la funciori,y es una funcion lineal y, en consecuencia, es
un funcional.

Demostracbn. La definicion del producto interno hace flg una funcion. Sean ahof8), |c) €
HyaeC=
fiay (1) + 1)) = ([a), [b) +c)) =| (la ,|b>)+(

| |a), 1)) = fia(|b)) + fiay(|c)). Ademas,
Sy (alb)) = (Ja), a|b)) = a(la), [b)) = afia

(
|b)), ambas deducmones de acuerdo a Def. (2.3).
Q.E.D.

Es posible demostrar que el conjunto de todos los funciertdain espacio de Hilbek forma,
a su vez, otro espacio de Hilbert, llamadspacio dual de Hilbert{* sobreC [8]. Mas aln, es
también posible demostrar que existe una biyeccion étyeH* ([8]) y, en consecuencid{ y H*
son isomorficos. Este isomorfismo es la base de la muy farmaiaaion de Dirac.

Definicion 2.17. Notacdn de Dirac. SeaH un espacio de Hilbert-

-Un vectorJ € 'H se denota con el simbolg) y recibe el nombre dket.

- El funcional correspondientg,, recibe el nombre dbra y se denota con el simbo{@|.

- (-| puede ser visto como una funcion (operador) que mapea adceatbitrarig:’) en el funcional

(v tal quefiy)(|6)) = (1), |6)) = (¥]0).

- Luego, la notacion-|-) sera utilizada, en el resto de este documento, para sfealrproducto
interno de dos vectores en un espacio de Hilbert. Mas athadotacion es ustandarden la
formulacion y escritura de la mecanica cuantica.

- Por ltimo, definimosy)t = (¢|. El simbolof es ampliamente utilizado en computacion cuantica
y su definicion formal sera estudiada en las siguientgspa.

Definicion 2.18. Representadin de kets y bras en vectores columna y rengh. SeaH un espacio
de Hilbert, dim{ = ny B una base d&{ =

- Cualquier|y)) € 'H se puede representar, usando la Baseomo un vectocolumnaconn compo-

nentes, i.e|y)) = (¢1,1s,...,1,)" dondey; € C,i € {1,2,...,n}.

-Mas aun, el brdy| € H* se puede representar como un vectmglon también de: componentes,
ie. (¢ = (¥7,¢3,...,17%), donde log)* son los conjugados dg, i € {1,2,...,n}

- En consecuencia, si deseamos calcular el producto interao, donde|vy), |¢) € H, y para ello

queremos usar las representaciof@s= (5, ¥5, ..., V%) y |¢) = (d1, @2, ..., ¢,)" Obtenidas me-
diante el uso de una bagede H =

(1) = (Vi1 + Vs + ... +Unoa)'? = Z¢ $)V2



2.4 Operadores lineales

Uno de los objetivos del Analisis Matematico es estudrapl@mente funciones cuyos dominios
y contradominios son subconjuntos de espacios vectari@etas funciones reciben el nombre de
transformaciones u operadores. En particular, los refastee |la teoria de operadores lineales son de
mucho interés en la fisica cuantica y, por lo tanto, soteama de estudio en la computacion cuantica.

Definicion 2.19. Operador lineal SeanV y W espacios vectoriales. Wperador lineal
T:V->W

es una funcién que asigna a cada veftore V un (nico vectofl'|¢)) € W tal queY [¢), |¢) € Vy
YV a € F (el campo usado en la definicion ¥ey W), se cumple que:

T(|¢) +19)) = Tlv) + T19)
T(aly)) = oT|u)
Para cada)) € V, T|1) se llamamagende|v). La imagen del domini&, 7(V), es elrecorrido
deT.
Ejercicio 2.10. Ejemplos de operadores lineales. R
1) Seal : R? — R3 definida porT'(z,y) = (z + v,z — y, 3y). Demuestre qué’ es un operador
lineal.

2) Sead € M,,«,(R). Definamos & : R" — R™ porT|i)) = Aly). Demuestre qué’ es un
operador lineal.

Observacbn 1. SiT : V — V es un operador lineal ¥ es un espacio vectorial complejo de
dimension: = 7' tiene un conjunto infinito de representaciones matricjalesla accion dg” sobre
los elementos$y) € V se puede llevar a cabo de la siguiente manera: escoja ureseapacion de
|1) en una base dada, para después crear una matriz derogenpermita calculdrf'|:)) en la base
vectorial correspondiente.

Este resultado no se extiende a espacios vectoriales aafimiensionales (por ejemplo, en estos
casos se requeriran representaciones de operadoreslessgdiferenciales).

Observacbn 2. Seal’ : V — W un operador lineal. Deseamos subrayar que la accidhstére
Vy W esindependientele las bases que uno escoja para representar a los elemeitgsWl. Un
operador lineal puede ser pensado como un procedimiendgaaasformar una entidad geométrica
en otra.

Teorema 7. El conjunto?'(V), el recorrido dell’, es un subespacio d&.

Demostraddn
Seany), |¢) € V tales quel’ |4, T|¢) € T(V) ¢ W. ComoW es un espacio vectoriad T|) +
T|¢> € W. Dado quel’ es un operador lineak T|¢) + T\gb) T(|0) + |0)), i.e. T([v) + o)) =
T|y) + T|¢) es laimagen da)) + |¢). Por lo tantoT|v) + T|¢) € T(V).

Ahora, seany) € V,« un escalar V|lv) € T(V) ¢ W. ComoW es un espacio vectorial
entonceSQT\w e Wy, dado quel’ es un operador linealyT|y)) = T'(a|t)), esto es, existe un
elementdl'(a/|1)) € W que es, por definicion, laimagen d&)), i.e. T(a|v)) € T(V).

Luego, de acuerdo al teorema (fX,V) es un subespacio dé

Q.E.D.
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Teorema 8. SeanV y W espacios vectoriales definidos sobtey 7' : V. — W un operador lineal.
Entoncesy [¢), |¢), [¢:) € VYV «; € R se encuentra que:

1) T(0y) = Ow

2) T(|v) — |¢)) = T|w) — T'¢)

3) T( E Oéi|¢i>) = E aiT‘¢i>
i=1 i=1
Demostracdn

1) SeaT(OV) = T(0y + Oy) = T(OV) + T(0y), de acuerdo a la Def. (2.19). Tenemos entonces
queT’(0y) = T(0y) + T(0y), siendol’(0y) un elemento d&V.

Esta suma nos obliga a concluir qﬁéov) = Ow, puesOw es el Unico elemento d& que, al ser
sumado al elementB(0y ), puede producir como resultado el mismo elemé&rio, ).

2) Searfy), |¢) € V. Sabemos que-1) x |¢) = —|¢) € V, asi quel'(|¢)) —|¢)) = T1) +T(~[¢)),
de acuerdo a la Def. (2.19). A R R
Mas aln, usando otra vez la Def. (2.19), encontramodque¢)) = 1'((—1) x |¢)) = (—1)T|¢) =

~T1¢). Luego,T(|v) — |0)) = T1v) — T|¢).
3) La demostracion se hace por induccion sobre el nUmeredtores y se deja al lector como ejer-
cicio (consejo: use la Def. (2.19) para formular el caso hase

Q.E.D.

Definicion 2.20. Nicleo de un operador lineal Seal : V — W un operador lineal. Definimos al
nicleodeT’, designado poN (T ) de la siguiente manera:

N(T) = {lv) € V| Tlv) = 0}
Teorema 9. Sea Sed’ : V — W un operador lineak el niicleo del” es un subespacio dé
Demostraddn
1) Sean|y), |¢) € N(T) = T|1/)) — 0y T|¢) = 0. Por una parte, tenemos qiliéw +T|p) =
0+0 = 0. Ademas, dado quE es un operador lineal, encontramos GUI$> +T|¢) = T(|9)+|8)),
lo que nos lleva a concluir qUE(|¢)) + |¢)) = 0, i.e. (|¢) + |¢)) € N(T).

2) Seanjy)) € N(T ) y o un escala= T|1/)) = 0 = ol = a0 = 0. Dado quel es lineal en-
toncesTy) = T'(a1b)). En consecuencid](a|)) = 0, i.e. a|y) € N(T).

Luego, de acuerdo al teorema (M(T) es un subespacio dé

Q.E.D.

11



2.4.1 Accbn de un operador lineal sobre una base

Seal : V — W un operador lineal, coW y W espacios vectoriales§ = {[e1), |ea), ..., |en)} UNa
base deV. Por definicion, para cada) € V 3! |w) € W tal queT'|)) = |w). En particular, vemos
que para cadg;) € B existe un Unicdu;) € W tal queT|e;) = |u;).

Ahora bien, sear) un elemento arbitrario d& = podemos expresar|a) como la sumatoria
lz) =", aile;) (recuerde que el conjunto de escaldfes, as, . . ., a,,} €s Unico.

Luego, si conocemos los elementes) € W tales quel’|e;) = |u;) y usamos el Teorema (8),
encontramos qu&|z) = T' (>0 aule)) = > iy aT|es) = D0, aulug).

En otras palabras, si suponemos la existencia de un opeiadat7 : V. — W, una base
B = {le1),...,|en)} deV y el conjuntoC = {Te1),...,T|en)}, i.e. la accion d&” sobreB =
siempre se puede calculata accion del” sobre un vector arbitrari@) € V para el cual conocemos
sus componentes respecto de la bBseé.e. |[v) = >  a;le;). Este razonamiento es un método
eficaz para calcular el efecto de un operador lineal sobiguieaelemento de su dominio.

Veremos ahora un teorema gue vincula la accion de un opelindal inyectivo sobre las bases
de su dominio y contradominio. La demostracion de esteteares directa y se deja como ejercicio
al lector (en caso de necesitar guia, se recomienda canfj

Teorema 10.Seal” : V — W un operador lineal con difi = n entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes: A A
1) T es invertible y su inversa—! : T'(V) — V es también un operador lineal.

2) sile1), e2), ..., len) € V son vectores lineaimente independientes|e;), Tles), ..., Tle,) €
T'(V) son también vectores linealmente independientes.
3)dimI’'(V) =n

4) Siley), |es), . . ., |e.) s una base dé = T'|e;), T'les), . .., T|e,) es una base dB(V).

2.4.2 Representaciones matriciales de operadores lineale

Mencionamos en el comienzo de este capitulo que un opeliadal cuyo dominio es un espacio
vectorial complejo-dimensional tiene un conjunto infinito de representaganatriciales. En esta
seccion formalizaremos dicha nocion.

Sea el operador linedl : V. — W con dinlV = n y dimW = m. De acuerdo a lo estudiado en
la seccion anterior, el efecto de un operador lineal sab@osinio esta determinado por su accion
sobre una baséle;)} de'V. Puesto que los vectordge;) € W entonces podemos tomar una base
{|w;)} deW y construirn ecuaciones de la forma

m m m
Tler) =Y amlwe); Tlea) =Y analwy); -5 Tlen) = apnlwy)
k=1 k=1 k=1
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0, en su forma mas general,

T|ei) = Z Qi |we)
k=1

Escribamos ahora una matriz cuyeslumnassean los coeficientes de los vectofis;) en
términos de la basfw;)}, i.e.

11 12 o Oqp

N N N 21 929 e Aoy,
(Tle)guy Tle2dquyy - Tleadguy) =

Am1 Qpa ... Qpp

Los coeficientesy;; dependerde la base{|w;)} que escojamos par&/. Puesto que para un
espacio vectorial de dimensidn existe un conjunto infinito de distintas bases, entor@gsun
conjunto infinito de representaciones matriciales distinaspara un mismo operador lin€al

Formalicemos ahora como una representacion matriciahdeperador lineal” acttia sobre los
elementos del dominio de dicho operador.

Teorema 11.Seal : V — W un operador lineal con dith = n y dimW = m. Ademas, suponga
la existencia d€e;)} y {|w;)}, bases d& y W respectivamente, a partir de las cuales se calcula la
matrizT = («;;) cuyos elementos estan determinados por las ecuaciones

T|6Z> = Zaki|wk> (3)
k=1
Tomemos ahora un elemento cualquiera
[4) = Bolen) (4)
p=1
y apliquemos el operador
Tl) =Y BTley) =Y v4lwy) (5)
p=1 q=1

Entonces los coeficientestienen la formay, = >_7" | Gy
Demostraadn.

Combinando las Ecs. (5 y 3) encontramos que

Ty =301 BpLley) = BiTler) + BoTlez) + ... + BuTlen) =
By e agr|wg) + B Yoy | wi) + .o B D Q| wg) =
ﬁl(a11|w1) + a21|w2) + ...+ am1|wm))+

62(0412|w1) -+ O[QQ‘U}Q) + ...+ am2\wm)) + ..+

Bn(ain|wr) + agp|wse) + . .. + Q| wim)).
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Agrupando los sumandos en términos de los coeficientgs;deobservamos lo siguiente

Tly) = Zzzl BpT'lep)

(Branr + Boaiz + ...+ Brouy) |wr)+

(Bragy + Baaiga + ... + Bragy ) |wa) + ...+

(6105m1 + 62am2 +...+ 6n05mn>|wm> =

Y oren Braag|wr) + Y00 Beaak|wa) + . 4+ D00 BrCumk|wi)

Esto es,

TW) = Zzzl BPT‘6P> = Z;n:1 Valwg) =
Yooy Broak|wr) + D p_ Braa|wa) + oo+ D0 BrOk| W) -

Del desarrollo anterior se observa qyeel coeficiente déw;), es igual &, _, Sraix, con lo que
queda demostrado el teorema.

Q.E.D.

Dado que hay muchas representaciones matriciales paraeradop lineal, es de interés del
investigador encontrar y caracterizar representaciangsdes, esto es, matrices cuya manipulacion
sea facil de realizar.

Entre las representaciones matriciales que se usan coemi@®en computacion cuantica, encon-
tramos lasnatrices diagonale<El siguiente teorema demuestra la existencia de estediptadrices,

y su demostracion puede encontrarse en [9].

Teorema 12.SeanV y W espacios vectoriales de dimension finita, condim n y dimW = m.
Supongamos qué : V — Wy quer = dim7'(V) representa el rango de. Existe entonces una
base{|e1), |e2), ..., |e,)} deV y otra bas€ |wy), |ws), ..., |w,)} deW tales que

T(le)) = |wi),i € {1,...,r}
T(le)) =0,ie{r+1,...,n}

Ademas, la matriza;;) relativa a estas bases tiene todos sus elementos igualesexcepto los
r elementos de la diagonal, cuyo valortgs=ty, = ... =t,. = 0.
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2.4.3 Operadores lineales usando notamn de Dirac

Definicion 2.21. Producto externo: representaéin de un operador lineal en notaddn de Dirac.
Sean|y), |a) € Hy Yy |¢) € Hs. Definimos entonces @roducto externo (también conocido como
producto exterioy |¢) ()| como el operador lineal con domiriig;y contradominidH., el cual opera
de la siguiente manera:

(I9)(¥)(la)) = |§)(Pla) = (Pla)|e)
donde(y|a) es el producto interno de) y |a).

Ejemplos de operadores en notadin de Dirac y en representaddn matricial .

Comenzamos por definir los operadores de Pauli usando aotdeiDirac:

o = [0) (1 +[1)(0] 5 &, =d0){1] =[1){0] ; .= [0){0] = [1){1] (6)
Si ademas definimd$) = (é) 1) = (?) (0 = (1, 0)y (1| = (0, 1).

entonces podemos calcular representaciones matriciales dperadores de Pauli:

N R ) S (]

El operador de Hadamardes otro operador lineal ampliamente usado en computaaiémtica:

A = —=(0)(0] = [0)(1] + [1)(0] - 1)) (8)

=50 )

Los operadores de Pauli y Hadamard son ejemplos de dos tgpopatadores utilizados fre-
cuentemente en mecanica cuantica: operadores herastjamitarios.

2

S

2.5 Operadores usados en computamn cuantica

Suponga quel : V — V es un operador lineal. Por una parte, sabemos/que € V = A\w eV
y que, para cada ket)) enV, existe un Unico brdq| en el espacio duaV*. Por extension, si
Aly) = |¢) es un elemento d¥ entonces el br&)’| es un elemento dg*.

Dados estos elementos, procedemos a defidit, @l operador adjunto dd, como el operador
capaz de generar al bta’| a partir del brav|, esto es,

Al') = W) & (]| = (I AT
Ahora bien, suponga qué es un operador lineal Y1 una de sus representaciones matriciales.

Entonces, la representacion matricial d& basada en la matria, es la matriz(A*)‘, esto es, la
matriz que representa4l es la transpuesta de la matriz conjugadaide
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Damos en el siguiente teorema algunas propiedades funt@esede la operacioh cuya de-
mostracion puede consultarse en varias fuentes, enydarten [57].

u){v| un operador en notacion de Diraey= C.
Entonces

Usando el Teorema (13), podemos demostrar facilmentguikesite resultado
Teorema 14.Seand, : V — V,i € {1,...,n} n operadores linealesy; € C n escalares>

O ewd) =Y il
Definimos enseguida dos tipos de operadores muy usados @micgcuantica.

2.5.1 Operadores hermitianos

Definicion 2.22. Operador hermitiana SeaH un espacio de Hilbert de dimension finitaly H —
H un operador lineal. St = AT entoncesA es unoperador hermitiano. La definicion se extiende
de forma natural a cualquier representacion matriciad de

Ejercicio 2.11. Demuestre que los operadores de Pauli son hermitianos.
Una clase de operadores hermitianos fundamentales enmio&c@antica son lgsroyectores

Definicion 2.23. Proyectores SeaV un espacio vectorial ¥V un subespacio d¥, con dinlV = n
y dimW = m. Usando el procedimiento de Gram-Schmidt (ortonormailimade un conjunto de

vectores, consultar [9-11]), es posible construir una basmormal|u), |us), . . ., |u,) paraV tal
queluy), lug), ..., lugx) Sea, a su vez, una base ortonormal péteDefinimos
k
P=""fu)(ui| (10)
=1

como el operador de proyeccion al subespa€io

Observe que , de acuerdo a los Teoremas (13) y (14),

= (Z ‘u2><u1‘)T = Z |ui) (wil) Z i) (wi| =

Luego, P es hermitiano de acuerdo a la Def. (2.22).
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Ejemplo 2.1. El conjunto{|0), |1)} es una base ortonormal d¢*. Luego,

|0)(0| es el operador de proyed@n al subespacio generado pjon

|1)(1| es el operador de proyed@n al subespacio generado pdn
Definicion 2.24. Operador unitario. Sea{ un espacio de Hilbert § : H — H un operador lineal.
U es unoperador unitario si UUT = I, donde! es el operador identidad. Como en el caso de los

operadores hermitianos, la definicibn de matrices uasags una extension natural de la definicion
de un operador unitario.

Los operadores unitarios son muy importantes en mecanésgtica porque preservan el valor del
producto interno: seaja) = Ula) y |3) = U|b) = (a|B) = (a|UT|U|b) = (a|I|b) = {(a|b).

Los operadores hermitianos y unitarios son ejemplogpadores normalesos cuales se de-
finen a continuacion.

Ejercicio 2.12. Demuestre lo siguiente:

1) Los operadores de Pauli (Ec. (6)) y Hadamard (Ec. (8)) sitanos.
2) Las matrices de Pauli (Ec. (7)) y Hadamard (Ec. (9) )sotauas.

Definicion 2.25. Operador normal Seal{ un espacio de Hilbert yi : H — H un operador lineal.
A esnormalsiy solo siAAT = ATA.

Los operadores normales tienen una propiedad mateméticescomposién espectrgl que
juega un papel fundamental en la formulacion de la meearuéntica. Para poder revisar el teorema
de la descomposicion espectral, antes es necesario aecordema: eigenvectores y eigenvalores.
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2.6 Eigenvectores y eigenvalores

Definicion 2.26. Eigenvectores y eigenvaloreSeal’ : V — V un operador lineal. Un escalar
recibe el nombre deigenvalorde 7" si existe un elementoo nulo|y) € V tal que

Tle) = M) (11)
El elementoly) recibe el nombre deigenvectode T’ perteneciente a. El escalar\ se llama
eigenvalordeT.

Definicion 2.27. EigenespacioSeal  : V — V un operador lineal con un eigenvalbr Definimos
aE()\) el eigenespacide ), de la siguiente manera:

EQ\) = {[) € V| T|¢) = Al9))}
1) Observe qué’()\) contiene al vectod y a todos los eigenvectores pertenecientgs a
2) Es facil demostrar qu& () es un subespacio @ pues siz), ly) € V,a,5 € C =

T(alz) + Bly)) = aT)z) + BT |y) = al|z) + BAly) = alz) + bly), cona, b € C.

2.6.1 Polinomio caractefstico

Seal : V — V un operador lineal. Tomemos la ecuacion que define eigemsy eigenvectores:

Th) = Al) = M) = Tlo) = M|g) = T() = M) - T[) = 0 (12)
o definicion f, + £.)(x) — f(x) + (o). por ello &5 que

M) = Tl) = 0= (M = T)|¢) = 0 (13)
Puesto quéAf — T) es un operador, podemos escribir la Ec. (13) de esta manera:

Alp) = A1) (14)
Sea ahorad una representacion matricial del operador Asi las cosas, la Ec. (14) se puede
escribir de la siguiente manera:

Al = Al), Le.

(A =T)[¢) =0 (15)
dondeT” es una representacion matricialfle I es la matriz identidad.
Sabemos de estudios elementales de algebra lineal quedei@a matriciald|z) = 0 s6lo tiene
la solucion trivial< det(A) = 0. Por otra parte, dado que la Def. (2.26) excluye al vectaw,riL.
|1)) # 0 entonces sblo nos queda concluir que, para que la Ec. (Ibinspla, forzosamente se debe
cumplir la siguiente ecuacion:
det(\ —T) =0 (16)
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Definicion 2.28.Seal : V — V un operador lineal ¥" una representacion lineal de Definimos
entonces l&cuacbn caracteristica

c(A\) =det(\[ =T) =0

Observacion. Puesto quet(kA) = k™det(A), dondeA € M, (C) = ¢(\) = det(A\ —T) =
det(T — \I) = 0.

Definicion 2.29. Polinomio caractetstico. Al desarrollarc()\) se obtiene un polinomio ek, de-
nominadaopolinomio caracteristicode A.

Es posible demostrar que, si la matfizs de ordem = su polinomio caracteristico es de grado
n. Por otra parte, el teorema fundamentalo del algebralestaue todo polinomio de gradaiene
exactamente raices, contando duplicidades. Por lo tanto,

Teorema 15.SeaA € M, (C). Si se consideran mutiplicidaddstiene exactamente eigenvalores.
Un teorema mas, cuya demostracion es directa y se deja ejgmoicio para el lector,

Teorema 16.Seal’ € M,,(C) y A un eigenvalor del. El conjuntoE(\), el eigenespacio dg es un
subespacio d€".

En resumen, un camino para conocer los eigenvalores de uadwpdineall’ es calcular una
representacion matricidl de dicho operador. Acto seguido, sobre esta matse calcula la funcion
caracteristica(\) y, a partir de esto Ultimo, el polinomio caracteristicarespondiente. Las raices
son los eigenvalores del la matfizy, por lo tanto, los eigenvalores del operador

En el razonamiento anterior pareciera que existe un paso.f&li un operaddf tiene muchas
representaciones matriciales, ¢,como saber que los eigesw de una representacion matricial deter-
minada son también los del operadet

La respuesta a esta interrogante la dan los siguientesntasyecuyas demostraciones se re-
comienda consultar en [9]

Definicion 2.30. Dos matricesA, B € M, (C) se llamarsemejantessi existe una matriz no singular
C € M,(C), i.e. C~! existe, tal que
B=C"1AC

Teorema 17.Si dos matrices!, B € M, (C) representan el mismo operador linéak- 3 una matriz
no singularC' € M, (C) tal que B = C~'AC. En otras palabras, s, B representan al mismo
operador lineal si dichas matrices son semejantes.

El reciproco del Teorema (17) también es cierto.

Teorema 18.SeanA, B, C € M, (C) dos matrices relacionadas por una ecuacion de la f@&ma
C~'AC = Ay B representan el mismo operador lineal.

Los teoremas (17,18) se resumen de la siguiente manera:

Teorema 19.Dos matrices son semejantes si y solo si representan alonuperador lineal.
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El teorema (19), unido a la siguiente propiedad de la fundéterminante:det(C~'AC) =
det(C~1)det(A)det(C), son el fundamento del siguiente teorema, el cual estaljeee si cua-
lesquiera dos representaciones matriciales de un opdmagalrtienen los mismos autovalores.

Teorema 20.Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caiatiter y por tanto los mis-
mos eigenvalores.

Para terminar, enunciamos un teorema que relaciona lardiigacion de una matriz con sus
eigenvalores. Este resultado es fundamental en la estauotatematica de la mecanica cuantica.

Teorema 21.Seal  : V — V un operador linealF el campo de definicion del espacio vectorial
Vy dimV = n. Ademas, supongamos que el polinomio caracteristict tienen raicesdistintas
A, Aoy Ay =
a) Existe un conjunto de eigenvaloés= {|u;), |us), ..., |u,)}, que correspondenja, Ao, ..., \,
y que conforman una base para
b) la matrizT relativa a la bas€ es la matriz diagonal que tiene a los eigenvaloras, \», ..., \,
como elementos de la diagonal, il = diag A1, A2, ..., Ay).
c) Si A es la matriz d&" relativa a otra bas€|e; ), |es), . . ., [e,)} entonces la matriz diagonal se
calcula de acuerdo a la formula

A=CtAC,

dondeC' es la matriz no singular que relaciona las dos bdses}, {|e;)} mediante la ecuacion
U=EC.

2.7 Descomposicin espectral

Teorema 22. Descomposié‘n espectral Todo operador normal : V — V es diagonal respecto de
una base ortonormal dé.

Luego, una representacion diagonal Ddiene la formal’ = 7, \;|i)(i|, donde{|i)} es un
conjunto ortonormal de eigenvectoresAlgue corresponden a los eigenvalokes

2.8 Producto tensorial

Los conceptos matematicos revisados hasta el momerato gglizados para el analisis de sistemas
cuanticosndividuales En este apartado presentamos al lector un formalismo raéitenusado para
representar sistemas cuanticos multipartitas.

Definicion 2.31. Producto tensorial SeanV(F) y W(F) espacios vectoriales de dimensiany n
respectivamente. Definimosxacomo el producto tensorial dey W, i.e. X =V @ W.

- Los elementos dE soncombinaciones linealede vectoresa) ® |b), donde|a) € V and|b) € W,

- En particular, si{|i)} y {|j)} son bases ortonormales ¥ey W entonceq|i) ® |j)} es una basé
paraX.

2Un ejemplo concreto: se@0), |1)} una base ortonormal de un espacio de Hilbert bidimensihaEntonces, una
base parat* = H?> ® H* es{|0) ® |0), |0) @ [1),]1) ® |0),[1) @ [1)}.
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Sean ahoral, B operadores lineales &y W respectivamentes V |a)1, [a)s € V, [b)1, |b)2 € W,
«a € F se cumple que

S

1) a(la) @ |b)1) = (afa)r) @ [b)y = [a)1 @ (b))
2) (|a)1 + |a)2) ® [b)1) = [a)1 @ [b)1 + |a)2 @ |b)1
3) a)1 @ (|b)1 + [b)2) = |a)1 @ [b)1 + |a)1 @ [b)2

4) A® B(la)1 ® [b)1) = Ala)1 ® Blb)1 R R

El producto tensoridl) ® |b)también se puede escribith) o |a,b). Por otra parte, el producto
tensorial dda) consigo misma: vecesa) ® |a) ® ... ® |a) Se puede escribir corma)®".

El producto de Kronecker es una representacion matrighprbducto tensorial. SeaA =
(a;j), B = (b;;) dos matrices de orden x ny p x ¢ respectively. Entonced ® B se calcula de la
siguiente manera:

AllB AlgB c. AlnB
AmB AmeB ... A..B

A ® B esde ordemp x ng.
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3 Probabilidad elemental para computacbn cuantica

3.1 Discrete Random variables and distributions

Definicion 3.1. Discrete Random Variable An experiment is a situation with a set of possible
outcomes. Let us suppose we have an experiment with outqoaces.

A random variable (rv) is a real mappind( : £ — R that is defined for all possible outcomesdn

A discrete random variable (drv) takes only a finite or countable infinite number of distivalues,
ie. X : & — ACRisadrviff #£(A) < N,. The expressioX = z; is shorthand fotX (¢;) = z;, V

€; € 5, x; € A.

Definicion 3.2. Probability distribution fora drv . Let X : £ — A be a drv. Since the outcomes of
an experiment are uncertain in general, we associate with @atcomer; € A a probabilityp(z;),
wherep(z;) = Pr(X = z;). The numberg(x;) are called grobability distribution of X iff i)

p(xi) > 0,andii) >, p(r;) = 1.

Definicion 3.3. Expectation value and varianceThe expectation valye of a drv X, also known as
mean is defined a€/[X]| = ) . z;p(z;). More generally, the expectation value of any functjdx’)

of X is given byE|[f(X)] =, f(z;)p(x;). Thevariance V[X] of a distribution, also written as?,

is given byV[X] = E[(X — p)? = Y_,(z; — p)*p(z;). The square root of the variance is known as
thestandard deviationand is denoted by.

If X,Y aretwo drv and:, b € R, the following propositions can be proved ([58])

ElaX +bY| = aE[X]| + bE[Y] (17)
V[X] = B[X?] - (B[X])? (18)
If X,Yareindependentdrvs> V[aX + bY]| = a’V[X] + b*V]Y] (19)

Definicion 3.4. Bernoulli distribution. The Bernoulli distribution, denotefl(#), is used as a model
for experiments which have only two outcomes: success withability ¢, and failure with proba-

bility 1 — 6. If X is B(0) thenX = 1 if success and = 0 if failure. It is a well known fact that if

X is B(0) thenuy = 6 ando? = 0(1 — 6).

Definicion 3.5. Binomial distribution. The binomial distribution, denoted Bin, p), describes ex-
periments that consist of a number of independent iderttieds with two possible outcomes: success
with probabilityp and failure with probability; = 1 — p. So, the random variabl& =‘number of
successesan take any value fronil, 2, ..., n} and its distribution is described by the binomial dis-
tribution. If X is Bin(n, p) then the probability(r) of obtainingr successes from trials is given by

p(r) = ()p'a" .
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4 Postulados de la me&nica cuantica (version computacbn cuantica)

La mecanica cuantica es una teoria sobre el comportémderia masay la luz, en particular a escala
atomica [57,59]. La historia de la mecanica cuanticaDQtZirca 1930) incluye un conjunto de
resultados experimentales que pusieron en tela de jukidéas que sobre la Naturaleza se tuvieron
hasta el principio del siglo XX ([60], [61] and [62]). Grasial trabajo de W. Heisenberg y E.
Schrodinger, el cual fue continuado por otros cientifmm®o R. Feynman and M. Born, la mecanica
cuantica es hoy una teoria cientifica robusta, utiliztideamente en la labor tebrica y experimental.

En mecanica cuantica existen dos formalismos usadosdeaibir un sistema fisico: vectores
de estado y operadores de densidad. Ambos formalismos salegtes [7] y, en consecuencia, el
uso de uno u otro depende los requerimientos del investiggdaeste texto expresaremos los cuatro
postulados de nuestro interés usando el primer formalisiriue corresponde a vectores de estado.

En esta capitulo nos concentraremos en el estudio de ldglgass de la mecanica cuantica,
siguiendo la formulacion que de los mismos se hace en [7&n#&s, revisaremos varios resultados
presentados en las obras [57], [63], [59], [8] ¥ [7]. Entrecimas obras y articulos, se recomienda al
lector interesado en profundizar en los temas aqui expsigsie consulte [64].

4.1 Espacio de estados

Este primer postulado consiste en la descripcibn mateaée sistemas fisicos aislados, esto es,
aguellos que no estan en contacto con ningln otro sistsina.f

Postulado 1 A cada sistema fisico aislado asociaremos un espacio ldertiH, el cual recibe
el nombre deespacio de estados

La descripcion total y absoluta de las caracteristicas mps interesan del sistema fisico en
cuestion se encuentra contenida ervsator de estadcel cual es un vector unitari@) € H. La
dimension del espacio de estadéslepende del nUmero de grados de libertad de la propiesiad fi
en consideracion.

Este primer postulado tiene una implicacibn muy impogantna combinacion lineal de vectores
de estado es también un vector de estado [57]. Esteelpio de superposicbny es una car-
acteristica fundamental de la descripcion cuanticaisteraas fisicos. En particular, observe que
cualquier vector de estad®) se puede expresar como una superposicion de vectoresadio est
pertenecientes a una basefdgi.e. [¢) = > . c¢;le;), ¢; € C.

4.1.1 EIlqubit

En la teoria de la computacion clasica la unidad fundaatete almacenamiento y manipulacion
de informacion es dbit, cuya estructura matematica es bastante simple: bastdefimir dos val-
ores tradicionalmente etiquetados cofiiol} y con relacionar dichas etiquetas con dos resultados
posibles generados a través de una medicion clasicajeltip de este procedimiento es tomar un
transistor TTL como el sistema fisico a medir y hacer laigigie asignacion:

- Si la diferencia de potencial entre colector y emisor seientra en el conjuntf, 0.5V entonces
hemos leido un '0’ l6gico.
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- Si la diferencia de potencial entre colector y emisor seientra en el conjuntpl.5, 5]V entonces
hemos leido un "1’ l6gico.

Asi pues, es evidente que la descripcion matematica té akasico es un elemento de un espacio
escalar.

En computacion cuéantica, la unidad basica de almacemamimanipulacion y medicion de in-
formacion es eqiubit. Un qubit es un sistema fisico cuyo comportamiento se desartravés de las
leyes de la mecanica cuantica y que se puede represertmaiecamente como un vector unitario
en un espacio de Hilbert bidimensional, esto es

V) = alp) + Blq) (20)

dondex, 3 € C, |a|?* + |B]> = 1y {|p), |¢)} es una base cualquiera #. Es comin que la base
de eleccion sed|0), |1)}, la llamada base computacional o canonicae

Como se puede observar de la Ec. (20), un qubies una superposicion de los estados Iyase
Y |¢), la cual se puede preparar en un nimero infinito de formlased modificar los valores de los
coeficientesy, 3 € C, siempre sujetos a la restriccion de normalizacion.

La Ec. (20) también se puede escribir de la siguiente manera

|4) = €"(cos g\O> + €' sin g|1)) (21)

dondey, 0, ¢ € R. Puesto que™ no tiene efectos experimentales [7], podemos prescindistie
factor. En consecuencia,

0 , 0
|1) = cos §|0) + e sin §|1> (22)
Los numero9 y ¢ definen un punto en la esfera unitaria conocida conesfara de Bloch(Fig.
(1))

0)

z

hys)

1)

Figure 1:Un qubit como elemento de la esfera de Blggh = cos §|0) + e sin §|1).
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4.2 Evolucibn de un sistema cantico aislado

En este apartado estudiaremos la de la evolucion de ummsistaantico, esto es, el formalismo
matematico que describe el comportamiento temporal déstensa fisico aislado, de acuerdo a las
leyes de la mecanica cuantica.

Postulado 2 (versbn operador unitario).

Sea| V) el vector de estado de un sistema cuantico aislado. La@@olde|V) se describe me-
diante un operador unitarig (Def. (2.24)), también conocido como operador de evolucl'uego,
el estado del sistema en el tiempalado el vector de estado del mismo sistema en el tigmes:

U (t2)) = U (1)) (23)

El postulado 2 solo describe las caracteristicas mdteasague debe cumplir un operador de
evolucion cualquiera. Las propiedades particulares gbe tenef/ a fin de reflejar la naturaleza de
la evolucion de cierto sistema fisico dependen de estmmssstema.

El postulado 2 también se puede escribir en una forma mdstonal, usando la famosa ecuacion
de Schrodinger.

Postulado 2 (versbn operador hermitiano). La evolucion de un sistema cuantico aislado esta
dada por la ecuacion de Schrodinger:

n T py (24)

dondef: es la constante de Plancky es un operador hermitiano (Eq. (2.22)) conocido como el
Hamiltonianodel sistema.

The Hamiltonian of particular physical systems must berdateed and calculated for each case.
In general, figuring out the Hamiltonian of a particular plogssystem is a difficult task.

Nota aclaratoria. Tenga en mente que, a pesar de lo similamt¢acionH y H representan dos
cosas distintas: el primero es el hamiltoniano al que seteferencia en el postulado 2, en tanto que
el tltimo es el operador hadamard.

Veamos el efecto del operador Hadamard (Eq. (8)), usado ope@dor de evolucion, sobre un
qubit.

H|0) = 7[I0><0l+l0><1l+ll><0| [1)(11][0) = 7(I0>+I1>)
. 1
H\1>=ﬁ[|0><0|+\0><1\+|1><0|—|1><1|H1> 7(\0> 1))

Ejercicio 4.1. Sean los siguientes operadores unitarios:

G = [0)(1[+[1)(0], 6, = i[0){1|=i[1)(0], 6= = |0)(O|—[1)(1], y H = %(I0><0l+l0><1l+ll><0|—|1><1|)
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y los qubits con los siguientes estados cuanticos:

01 = [0}, [ 2 = [1), Y i) = %qm )

Aplique dos veces cada operador unitario a cada qubit.

4.3 Medicion de un sistema cantico

En la teoria de la mecanica cuantica, la medicion deipdagles de sistemas fisicos es un proceso
alejado de la intuicion debido a las siguientes razones:
1. La medicibn en mecanica cuantica es intrinsicamemteabilistica. Esto significa que, sin impor-
tar el detalle y control que tengamos sobre un experimemtgemeracion de los resultados obtenidos
en la medicion de una propiedad fisica obedece una fardg&distribucion (o funcion de densidad,
segln sea el caso).
2. Ademas, al momento de llevar a cabo una medicion, eflestal sistema fisico en cuestion se al-
tera, de forma inevitable, debido a la interaccion quealgibtema tiene con el aparato de medicion.
Esto significa que, en general, el estado cuantico queidesar sistemantesde la medicion es
distinto del estado que describe a este mismo sistEsp@sde ser medido.

Las siguientes lineas contienen la version del postuliedmedicion méas frecuentemente usada
en computacibn cuantica.

Postulado 3. Medicbn proyectiva. Una medicion proyectiva es descrita poralmservablel/, el
cual es un operador hermitiano definido en el espacio deasstpe se desea observar. El observable
M se puede escribir, gracias al teorema de la descomposisffettral, de la siguiente manera:

i =Y b,

dondef?m es el proyector al eigenespadir;) definido por el eigenvalar;. Los resultados posi-
bles de la medicion corresponden a los eigenvalgrdsl observable.

Este postulado provee de medios para cuantificar la furdéddistribucion que determina las
frecuencias relativas correspondientes a las funciondssttéoucion de resultados.

Sea|y) el vector de estado de un sistema cuantivoediatamente antes de la mediti En-
tonces, la probabilidad de obtener el resultadee calcula usando la siguiente expresion:

p(r:) = (| B[4 (25)
Y el estado de post-medicion asociado al resultacs:
P,
W))pm = - ¢> (26)

p(ﬁ')
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Veamos un ejemplo. Suponga que tiene en su poder un fot@mizaalo con orientaciones de
polarizacion vertical y horizontal. Simbolizamos a lagr@dacion horizontal con el vectd) y a la
polarizacion vertical cofl). Luego, la polarizacion inicial de nuestro foton se pueelgcribir con la
expresion

) = al0) + G[1)
dondea, 3 € C, |af* + [6]> = 1y {|0),[1)} conforman la base computacional He.
Ahora construyamos dos operadores de proyecéign= [0)(0| y P,, = |1)(1], los cuales

corresponden a los resultadgsa;. Entonces, ebbservablaitilizado en este experimento es
M = ag|0){0] + ay|1)(1]
Con esta informacion y de acuerdo al postulado 3, podenwsldesiguiente:

1) Hay s6lo dos resultados posibles en la medicion de karjzalcion de nuestro fotdmy y a;.

2) La probabilidad de obtener el resultagioes, de acuerdo a la Ec. (25):

plag) = (W] Pagltb) = ({18" + (0]a) Py ([0) + 8]1)) = |of?
3) Si la medicion efectivamente arrojase el resultagles el estado de postmedicion seria, de
acuerdo a la Ec. (26)s: R
Pag|¥) _ 10){0](|0) + B|1))
- T =10)
plao) Vol

4) De forma analoga, la probabilidad de obtener el resoltads, de acuerdo a la Ec. (25):

plar) = (Y|P, [9) = (118" + (0]a”) Py (al0) + I1)) = |67

5) Si la medicion efectivamente arrojase el resultade> el estado de postmedicion seria dado
por la Ec. (26), esto es:

Pulv) _ [D{1Il0) +41) _

p(ay) V15/?
Ejercicio 4.2. Sea
_ (0 +11) .
Definimos ademas dos basesid&
By ={|0),|1)}
Y 1 1
By = = — D), |—) = — — 11
2 {I+> \/5(\0>+\ ) 1=) ﬁ(\0> | >)}
Ahora, definimos los siguientes proyectores:
Py = 10)(0], P = [1)(1]
Py =[+){+], P- = [=){-|

Calcule probabilidades y estados de postmedicionflesanda?,, P, y P, , P_
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4.4 Sistemas canticos multipartitas

We now focus on the mathematical description of a composiéatym system, i.e. a system made
up of several different physical systems.
Postulate 4 The state space of a composite quantum system is the temgturgb of the component
system state spaces.
- If we haven quantum systems expressedstate vectorslabeled:),, |¢)s, . . ., |1), then the joint
state of the total system is given hy)r = [¢)1 @ [¢)2 @ ... @ ).
- Similarly, if we haven quantum systems expressediassity operatorg, ps, . . ., p, then the joint
state of the total system is given by = p; ® p» ® ... ® p, (in the absence of any knowledge of
correlations).

As an advance of the operations we shall perform on the faigwhapters let us show the details
of applying an evolution operator to a composite quantuntesysLet /2 be the tensor product of
the Hadamard operator (Eq. (8)) with itself and|iet = |00). Then

H®? ) = %(\OO)(OO\ +101)(00] + |10) (00| 4 |11) (00| 4 ]00) (01| —]01) (01| + |10) (01| — |11)(01]

+100) (10| + |01)(10| — [10)(10] — |11)(10] + |00) (11| — |01)(11] — [10)(11| + |11)(11])|00)

= 200} + [01) +]10) + 11)) (27)
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5 Theory of Computation

The purpose of this chapter is to present a concise intramutd the Theory of Computatignin
order to provide the necessary background and to motivateudiher discussion on the importance
of classical random walks and quantum walks in computenseie

We begin by providing an overview of the theory of computatmd deliver a succint historical
background of those ideas that led to its creation and dpweat. We then formulate the essential
concepts of a basic and yet powerful model of computationité&-Automata. We use these concepts
to introduce a formal definition of a model of computationtthas played a most important role in
the development of Computer Science: Turing Machines. Wenelxour discussion by introducing
a third model of computation: Quantum Turing Machines. Thavjus concepts are followed by
key definitions and theorems from Complexity Theory and #fedions ofP, NP andNP-complete
problem categories. This chapter is based on [65], [66], [68] and [70].

5.1 What is the Theory of Computation?

The Theory of Computation is a scientific field devoted to ustnding the fundamental capabilities
and limitations of computers, and it is divided into threeaa:

1. Automata TheoryThe study of different models of computation.

2. Computability TheoryThis focuses on determining which problems can be solvecbbyputers
and which cannot.

3. Complexity TheoryThe objective in this area is to understand what makes soodgms compu-
tationally hard and other easy.

The development of the theory of computation was driven gagpart by several challenges
posed by D. Hilbert and other mathematicians on the fouadatbf mathematics at the beginning of
the20™ Century. A. Turing and other scientists, while working oa ttieas required to formalize the
idea of computation, answered some of the questions poskldimsrt et al.

5.2 Hilbert's program and the Entscheidungsproblem

At the beginning of the0™ century D. Hilbert and other mathematicians were awarettiganethods
of reasoning in mathematics could in some cases lead toazmhations. Hilbert believed that the
proper way to develop any scientific subject rigorously relian axiomatic approach. In providing
an axiomatic treatment, the theory would be developed iexéently of any need for intuition.

Hilbert’s first step towards a rigorous formulation of mattaics was undertaken in his lecture
at the International Congress of Mathematicians (Pari8QLPr1], where he stated that “it shall be
possible to establish the correctness of the solution bynsefa finite number of steps based upon
a finite number of hypotheses which are implied in the statgroéthe problem and which must
always be formulated ... This conviction of solvability afeey mathematical problem is a powerful
incentive to the worker. We hear within us the perpetual @diere is the problem. Seek its solution.
You can find it by pure reason, for in mathematics there ignorabimus”.

3Short forignoramus et ignorabimusve do not know and will not know.
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The second step towards a rigorous formulation of mathesatas taken in 1920-1921, when
Hilbert's program was proposed [72]. Hilbert thought thatorder to formulate mathematics on
a solid and complete logical foundation, it would suffice toye that “all of mathematics follows
from a correctly-chosen finite system of axioms, as well as $bhme such axiom system is provably
consistent.” Finally, Hilbert and Ackerman posed a chaeeknown as the Entscheidungsproblem
(Decision Problen) [73]. The Decision Problem is formulated in terms of firstier logi¢ and can
be stated as follows

Definition 5.1. Entscheidungsproblem Does there exist a procedure which can be followed for a
finite number of steps in order to determine the validity oheeg first-order statement?

The idea of ‘finite procedure’ was deeply rooted in Hilbept'sposals. A contemporary computer
scientist would immediately think of an ‘algorithm’ as arueglent definition of ‘finite procedure’.
However, in Hilbert’s time the concept of algorithm did nais yet.

Alan Turing published a most influential paper in 1936 [69hich he pionereed the theory of
computation, introducing the famous abstract computinghmes now known aguring Machines
In [69], Turing explained the fundamental principle of theaern computer, the idea of controlling
the machine’s operation by means of a program of coded tt&tns stored in the computer’'s mem-
ory, i.e. Turing showed that it was possible to build a “Umgad Turing Machine”, that is, a Turing
machine capable of simulating any other Turing machine (th&versal Turing Machine being the
actual digital computer and the simulated Turing machimepitogram that has been encoded in the
digital computer’s memory). In addition, Turing proved timet all precisely stated mathematical
problems can be solved by computing machines, in partith&Entscheidungsproblem.

In the following section we deliver a brief summary of ideas aain results from [69].

5.3 On Computability

When Turing wrote [69]a computer was not a machine at all, but a human beingA computer
was a mathematical assistant who calculated by rote, inrdanoe with a systematic method. The
method was supplied by an overseer prior to the calculatiois.in that sense that Turing uses the
word ‘computer’ in [69] and a Turing machine is an idealizension of this human computer. What
Turing did in [69] was to propose a mathematical formalisntfi@ idealization of a human computer
as well as to study the calculation capabilites and linotagiof that mathematical model.

Turing meant by a systematic method (sometimes calleeff@ativemethod and amechanical
method) any mathematical method for which all the followang true:
1. The method can, in practice or in principle, be carriedlyut human computer working with
paper and pencil.
2. The method can be given to a human computer in the fornfiofta number of instructions.
3. The method demands neither insight nor ingenuity on thiegbéhe human being carrying it out.
4. The method will definitely work if carried out without erro

4First-order logic or First Order Predicate Calculus (FORCH formalisation of deductive logical reasoning. A
concise tutorial on FOPC can be found in [65].
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Turing’s definition of a systematic method is the definitidran algorithm. Also, Turing proved
that it was possible to build a particularly powerful maahicalledUniversal Turing Machine
(UTM) that could simulate any other Turing machine in reasonatole. tFurthermore, Turing stated
a conjecture now known as ti&urch-Turing Thesis, in which he established an equivalence corre-
spondence between the existence of Turing machines andftegstematic methods. If the Church-
Turing thesis is correct, then the existence or non-extgte@r systematic methods can be replaced
throughout mathematics by the existence or non-existehda@ring machines. For instance, one
could establish that there is no systematic method for daiogrtain task by proving that no Turing
machine can do the task in question.

5.1. The Church-Turing Thesis Three ways to express the thesis are:

1. The UTM can perform any calculation that any human compzag carry out.

2. Any systematic method can be carried out by the UTM.

3. Every function which would be naturally regarded as cotaple can be computed by the Universal
Turing Machine.

Turing proved that it was not possible to build a Turing maehtapable of solving problem from
Def. (5.1), i.e. the Entscheidungsproblem is undecidalil¢he Church-Turing thesis is true that
means that the problem posed in Def. (5.1) cannot be solvedywlgorithm, i.e. any finite method,
as required by Hilbert. In this thesis we shall focus only enidable problems, that is, problems for
which it is possible to build Turing machines to solve them.

In the following section we deliver some general propentiegroblems suitable to be solved by
Turing machines, along with two relevant problems in Corap&ience.

5.4 Definition of a Problem and two examples

We define a problem as a general question, usually possesswegal parameters. A problem is
specified by giving a general description of all its paransgtend a statement of what properties the
solution is required to satisfy. An instance of a problembsatmed by specifying particular values
for all the problem parameters. In general, we are intedasténding the “most efficient” algorithm
for solving a problem, i.e. the fastest algorithm.

The description of a problem instance is a finite string of Bglaunder a particular and reasonable
encoding scheme, which maps problem instances into timgstriescribing them. To do this mapping
we use the concept ¢dnguage

Definition 5.2. Language For any finite set of symbols, we denote=* the set of all finite strings
of symbols fronk. If L C ¥* thenL is a language over the alphabEt

For example, le®2 = {0,1}. Then,X* = {¢,0,1,00,01,10,11,000,001,...} where¢ is the
empty string. Thusl, = {01,001, 111, 10100101, 1111,0001} is a language oveE, as is the set of
all binary representations of integers that are perfectesib

Theinput lengthfor an instancd of a problem( is the number of symbols in the description of
I obtained from the encoding scheme(ofAn algorithmsolvesa problen if that algorithm can be
applied to any instanckof ¢ and is guaranteed always to produce a solution for thatnnsta Two
important problems in Computer Science are:
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Definition 5.3. The Traveling Salesman Problem

INSTANCE: A finite set’ = {c;, cs,...c,,} Of “cities” and a “distance” d(c;, ¢;) € N, the set of
natural numbers.

QUESTION: Which is the shortest “tour” of all the citiesdn that is, an orderindcr1, cri(a); - - - 5 Crigm)]

of C such thalizgl d(cn@), ergi+1))] + d(crm), cny) IS minimum?

Definition 5.4. The Satisfiability (SAT) Problem

LetS = {z1,x,,...,x,} be a set of Boolean variables. A truth assigment¥as a functiont : S —
{T, F'}, for which ift(z;) = T we say that;; is TRUE under, and FALSE ift(x;) = F. If z; is

a variable underS thenx; and z; are literals overS. A clause oveflS is the disjunction of a set of
literals overS (such asr; V 2, V 74) and it is satisfied by a truth assignment iff at least one ®f it
members;; is true under that assignment.

A collectionC of clauses ovef is satisfiable iff there exists some truth assignmentSfahat
simultaneously satisfies all the clause<ini.e. C'is a conjunction of disjunctions' = A[(V; z;)].
Such a truth assigment is called a satisfying truth assigridoe C'.

INSTANCE: A set of variables and a collectiot’ of clauses oves.
QUESTION: Is there a satisfying truth assignmentdtr

In the theory of computation we usually work with decisioolgems, the reason being the need
to build operational definitions of relevant problems. laimatter of ingenuity to design a decision-
problem version of a problem and it is not always the casdoitaty equivalent versions are obtained.
Let us provide a decision-version of problem 5.3 as an exarfite that the SAT problem (5.4) is
already a decision problem).

Definition 5.5. The Traveling Salesman Problem (Decision blem version)

INSTANCE: A finite se€’ = {c;,cs,...c,} Of “cities” a “distance” d(c;,¢;) € N and a bound
B eN.

QUESTION: Is there a “tour” of all the cities irC' having total length no more thaR, that is, an
ordering [CH(1)7 Cri(2) - - -5 CH(m)] of C' such that[zz’.'i‘ll d(cn(z-), CH(i+1))] + d(CH(m), CH(l)) < B?

We restrict ourselves to work with decision problems beedasguages, as defined in Def. (5.2),
are their natural counterpart, suitable to study in a ma#tieal fashion. The correspondence between
decision problems and languages is brought about by thedemgcechemes used to specify problem
instances. An encoding scheme used describe each insthaqarablem( partitions language&:*
into three classes of strings: strings that are not encaafinggtances of, those that encode instances
of ¢ for which the answer is ‘no’ and those that encode instantédar which the answer is ‘yes’.
Since we work with decidable problems, we are interestelarthird class of strings.

In the following section we present definitions and main itssof three models of computation:
Finite Automata, Turing Machines and Quantum Turing Maekin
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5.5 Models of Computation and Algorithmic Complexity

Finite Automata, Turing Machines and Quantum Turing Maehkiare three models of computation.
In this chapter, Finite Automata are presented and itst®aué used to introduce Turing machines;
both models of computation are presented in their detestinirand nondeterministic versions. Quan-
tum Turing machines are introduced along with a physicsrded version of the Church-Turing the-
sis. Before introducing the above mentioned models, wepsiVide some concepts to quantify the
amount of resources required to find an algorithmic solutwoa problem.

5.5.1 Asymptotic Notation

The performance of models of computation in the executioanoélgorithm is a fundamental topic
in the theory of computation. Since the quantification obteses (in our case, we focus on time)
needed to find a solution to a problem is usually a complexge®cwe just estimate it. To do so,
we use a form of estimation callésymptotic Analysisin which we are interested in the maximum
number of steps,,, that an algorithm must be run on large inputs. We do so by denisig only the
highest order term of the expression that quantifigs For example, the functiof’(n) = 18n° +
8n°® — 3n* + 4n? — 7 has five terms, and the highest order term&s®. Since we disregard constant
factors, we then say thdtis asymptotically at most®. The following definition formalises this idea.

Definition 5.6. Big O Notation. Letf,¢g : N — R*. We say thaff(n) = O(g(n)) if 3a,n, € N
such thatv n > n,
f(n) < ag(n)

So,g(n) is an asymptotic upper bound fétn) (“ f is of the order of;”). Bounds of the forrm?,
3 > 0 are calledoolynomial bounds and bounds of the for@"", v~ € R* are calledexponential
bounds f(n) = O(g(n)) means informally thaf grows asy or slower.

Big O notation says that one function is asymptotically no moentanother. To state that one
function is asymptotically no less than another we useXmetation.

Definition 5.7. 2 Notation. Letf, g : N — R*. We say thaff(n) = Q(g(n)) if 3 a,n, € N such
thatV n > n,
g(n) < af(n)
Finally, to say that two functions grow at the same rate wetlis® notation.
Definition 5.8. © Notation. Letf, g : N — R*. We say thaif(n) = ©(g(n)) if f(n) = O(g(n))
and f(n) = Q(g(n)). Thus,f(n) = ©(g(n)) means thay andg have the same rate of growth.
5.5.2 Deterministic Finite Automata

Deterministic Finite Automata is a model for computers vaithextremely limited amount of memory.
An example of a Deterministic Finite Automaton (DFA) is a miae R used to determine the parity
of a sequence of characters like the one shown in Fig. (2).
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Suppose thak is at one of the ends of a wireless communication systeman receive as valid
input the characterd)* and ‘1’, and, since any communication system is subject to errBrsan
receive a third characte#’ which is used to state that an error has occurred in the nméssson of
the data stream. So, the input fBris an arbitrarily long set of characters (also known as ag}ri
taken from the alphabét = {0, 1, #}. The parity of a sequence 0§ andls is defined as follows: a
sequence diis andls is odd if its number ofs is odd, and it is even if its number o$ is even.

Let us now elaborate on the propertigsnust have. First, we state that only strings with no errors
will be suitable for parity computation. Thus, only sequenof0s andls will be accepted and any
string has at least one error character must be rejectedn8gan empty set of characters haslep
thus we set the initial parity of a string as even.

Let us show the behaviour @t with an example. Suppose th&treceives as input the string
100110001 (read from left to right). The first input character is thus R goes from state ‘Even’ to
state ‘Odd’. We then read ‘0’ and therefore we stay in stad’OThe third input character is again a
‘0’ and we remain in state ‘Odd’. As fourth input we receivelaand then we move from state ‘Odd’
to state ‘Even’ as now we have an even number of ‘1’s in our aatoThe fifth input is a ‘1’ and
consequently we move from state ‘Even’ to state ‘Odd’ as ¢@ number of ‘1’'s we have received
so far is odd. Th&™, 7" and8™ characters are ‘0’ thus the current state of macliemains being
‘Odd’. Finally, the last input character is ‘1’ and theredd® goes from state ‘Odd’ to state ‘Even’.
The final outcome of the computation is the accept state ‘Even

Figure 2: A finite automatonR for parity computation. Double-circled states are accégies and single-
circled state is a reject state. Input strings fbare taken from the set of any combination of characters taken
from the alphabelE = {0, 1, #}.

Formally speaking, a DFA is a list of five objects: set of stateput alphabet, rules for moving,
start state, and accept states. We usesition function to define the rules for moving. If the
DFA has an arrow from state to a statey labeled with the input symbdl, that means that, if the
automaton is in state when it reads d, it then moves to statg. We can indicate the same thing
with the transition function by saying thétz, 1) = y.
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Definition 5.9. Deterministic Finite Automaton. A DFA R is a5-tuple (Q, X, 6, ¢,, F'), where
1. @ is afinite set called the states,

2. Y is afinite set called the alphabet,

3.0 :(Q x X — (@ is the transition function,

4. qp € Q is the start date, and

5. F C @ is the set of accept states.

The formal description of the DF& depicted in Fig. (2) is as follows) = {Even Odd Error},
¥ ={0,1,#}, qo = Even,F' = {Even Odd} and L(R) = {z € {0,1}"}. The transition function is
given in Table 1.

Table 1. Transition Functiorn

0(Even0) = Even | 6(Even1) = Odd | §(Even #) = Error
0(0dd 0) =0dd | 6(Odd 1) = Even | §(Odd #) = Error
d(Error,0) = Error | 6(Error, 1) = Error | 6(Error, #) = Error

Definition 5.10. Computation with a Deterministic Finite Automaton. LetR = (Q, %, d, ., F')
be a DFA and letv = wyw> . .. w, be a string where eact; is a member of the alphab&t ThenR

acceptsw if a sequence of states, r1, ..., r, in Q exists with three conditions:
1.r,= 4o,

2. 0(rj, wig1) = rigq, fori=0,1,...,n— 1, and

3.1, € F.

Condition1 means that the machine starts in the start state. Conditstates that the machine
goes from state to state according to the transition funct@ondition3 says that the machine accepts
its input if it ends up in an accept state. We say tRatcceptslanguageA if A = {w|R acceptsv},
i.e. A is the set of all strings accepted By

5.5.3 Nondeterministic Finite Automata

When every step of a computation follows in a unique way from preceding step (as in a DFA)
we are doing deterministic computation. In a nondeterrtimimachine, several choices may exist
for the next state at any point. Non determinism is a gereatdin of determinism, so every DFA is
automatically a Nondeterministic Finite Automaton (NFA).

How does an NFA compute? Suppose that we are running an NFA mpat string and come to
a state with multiple states to proceed. For example, saybare in state; in NFA N; and that
the next input symbol i$. After reading that symbol, the machine splits into muéipbpies of itself
and follows all the possibilities in parallel. Each copy loé tmachine takes one of the possible ways
to proceed and continues as before. If there are subsedueines, the machine splits again. If the
next input symbol does not appear on any of the arrows exitiagstate occupied by a copy of the
machine, that copy of the machine dies, along with the brafthe computation associated with it.
Finally, if any one of these copies of the machine is in an picstate at the end of the input, the NFA
accepts the input string.
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Figure 3:1n a DFA, every single step is fully determined by the presiatep. In an NFA, a step may be
followed byn new steps or, equivalently, an NFA makesopies of itself, one for each possibility.

Another way to think of a nondeterministic computation isaasee of possibilities. The root of
the tree corresponds to the start of the computation. Evanydhing point in the tree corresponds to
a point in the computation at which the machine has multiptéaes. The machine accepts if at least
one of the computation branches ends in an accept state pAigaillustration of a nondeterministic
computation is given in Fig. (3).

An NFA is not a fully realistic model of computation as it asss the capability of producing
several instances of NFAs to run in parallel (it would be Bkeldenly producing as many computers
as instances for each computation step). However, homdigism may be viewed as a kind of
parallel computation wherein multiple independent preesscan be running concurrently, and this
view does prepare the grounds for introducing the conceptalabilistic computation, which will
be reviewed in the following pages of this chapter.

Definition 5.11. Nondeterministic Finite automaton An NFA Ry is a 5-tuple (@, %, 6, ¢,, F),
where 1)@ is a finite set of states; 2) is a finite alphabet; 3) : Q@ x ¥ — P(Q) is the transition
function; (P is the power set of s€)); 4) ¢ € Q is the start state, and 5)’ C () is the set of accept
states.

Definition 5.12. Computation on a Nondeterministic Finite Aitomaton. LetRy = (Q, %, 6, qo, F)
be an NFA andv a string over the alphabet. Then we say thak acceptsw if we can writew as
w = Y2 - .. Ym, Where eachy; is a member of and a sequence of stateg r, . . ., r,, exists inQ)
with three conditions:

1. ro = qo,

2.7341 € 0(14,Yi1), fori =0,...,m—1, and

3.r, € F.
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Condition 1 states that the machine starts out in the state.s€Condition 2 means that state;
is one of the allowable next states wh&his in stater; and readingy;;. Observe thab(r;, y;.1)
is thesetof allowable next states and so we say that is a member of that set. Finally, condition
3 establishes that the machine accepts its input if the tatt & an accept state. We say tiiat
acceptslanguageA if A = {w|Ry acceptauv}, i.e. A is the set of all strings accepted By .

It can be proved that DFAs and NFAs recognize the same clakngtiages [68]. However,
the number of states of a deterministic counterpart of an N&A be exponential in the number
of branches of such an NFAnd this is a very important difference between these twoeatsoof
computation.

5.5.4 Deterministic Turing Machines

Similar to a DFA but with an unlimited and unrestricted meya Deterministic Turing Machine
(DTM) is a much more accurate model of a general purpose ctenpll DTM, pictured schemati-
cally in Fig. (4), can do everything a real computer can do.

Finite State Control

Read-Write Head

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figure 4: The ‘hardware’ elements of a Deterministic Turing MachiB& 1) are a limitless memory-type
(the tape is divided into squares or cells), and a scannechwdonsists of read-write hegdus a finite state
control system. The scanner has two purposes: to read atedimfarmation on the cells of the tape as well as
to control the state of the DTM.

A DTM consists of a scanner and a limitless memory-tape thates back and forth past the
scanner. The scanner is composed of a read-write head aas\ellinite state control system. The
scanner does two tasks: it controls the state of the DTM tirdbe finite state control system, and
reads and writes information on the memory cells throughrélael-write head. The tape is divided
into squares. Each square may be blankdr may bear a single symbol (0 or 1, for example). The
scanner is able to examine only one square of tape at a timésfthnned square’). The scanner has
mechanisms that enable it to write and erase the symbol cscdrened square, and to move the tape
to the left or right, one square at a time. Also, the scannabis to alter the state of the machine:
a device within the scanner is capable of adopting a numbdiffefrent states, and the scanner is
able to alter the state of this device whenever necessap/opérations just described - erase, print,
move, and change state - are the basic operations of a DTMplewity of operation is achieved by
chaining together large numbers of these simple basic tpesa
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Note that according to the definitions of effective procedamd Turing machines, and under the
assumption that the Church-Turing thesis holds, the cdaa@#pTuring machine and algorithm are
interchangeable.

Definition 5.13. Deterministic Turing Machine. A Deterministic Turing Machine (DTM) is a 7-
tuple M = (Q, %,T, 9, o, Gacceps Greject), WhereQ, X, I" are all finite sets and

1. @ is the set of states

2. X is the input alphabet not containing the blank symbol

3. ' is the tape alphabet, where c ' and> C I

4.6 :Q xI' — @Q xTI' x{L, R} is the transition function,

5. qo € Q is the start state,

. Gaccept € @ 1S the accept state, and

. Qreject € @ 1S the reject state, Whe@ccept # Greject:

~N O

Definition 5.14. Computation with a Deterministic Turing Machine.

Let M = (Q, %, T, 0, qo, qaccept Greject) D€ @ DTM.

Initially M receives its inputy € X* on the leftmost squares of the tape, and the rest of the tape
is filled with blank symbols. The head starts on the leftmgsase of the tapeX does not contain
the blank symbol, so the first blank appearing on the tape s end of the input.) Once has
started, the computation proceeds according to the rulesrileed byd. The computation continues
until it enters either the accept or reject states at whicimpd halts. If neither occurs)M just does
not stop.

As a DTM computes, changes occur in the current state, thremmiuiape contents, and the current
head location. A setting of these three items is calledafiguration of the DTM. A configuration
(', yields configuratiorCs if the Turing machine can legally go fro, to Cs in a single step. In an
accepting configuration the state of the configurationuigsep: In a rejecting configuration the state
of the configuration igeject. Accepting and rejecting configurations are halting confegions and
do not yield further configurations.

A DTM M acceptsinputw if a sequence of configurationdg, Cs, . . . C), exists, where
1. C; is the start configuration a¥/ on inputw,

2. eachC; yieldsC;, 1, and
3. Cy is an accepting configuration.

We say that\/ acceptslanguageA if A = {w|M acceptaw}, i.e. A is the set of all strings
accepted by/. We now show how to use a DTM to recognize all numbers digibipl.

Example 5.1. Running a program in a Deterministic Turing Machine. The program specified by
I' = {Ov L, l—'} (U is the blank symbol)) = {QO7 d1, 92, 43, Gaccept Qreject} and ¢, provided in Table 1,

is used in a deterministic Turing machiné to determine whether a number can be divided by 4
or, equivalently, whether the last two digits of a binary rmuem reading from left to right, are two
consecutive zeros.
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Table 1. Example of a deterministic Turing machine.

Q/T

o (CJo,0 R) (Qm LR) (Ch"—' L)
q1 (q ) (q ) (Qrejecb L L)
q2 (Qaccepb U L) (Qrejecb L L) (Qrejecb L L)
q3 (Qrejecb U L) (Qrejecb U L) (Qrejecb L L)

The program works as follows. For a staie € {qo, q1, ¢2, ¢3} specified in the LHS column and
a given alphabet symbal € {0, 1, U} specified in the top row, the box that corresponds to gow
and columns; and contains three symbols: the first symbol is the new staté,ahe second symbol
is the new alphabet symbol that will be written in the curreell (substituting symbaol;) and the
third symbol specifies the motion direction of the read-evhiead. So, row; and columns; are the
current configuration of\/ and the symbols contained in the box corresponding togamnd column
s; are the next configuration ot/ .

For example, letX = 10100 be an input binary string (we shall read the input string fréeft to
right). The initial state of\/ is g, and M’s tape reads asLi [ 1 | 0| 1| 0 | 0 | U |where our first
input symbol (in bold face) is the leftmdstSo,the initial configuration a#/ is ¢, 1.

The transition function specifies that for a stgteand input symbol, M must takey, as new
state, write the valué in the cell where its read-write head is now locat@dl &nd take its read-write
head one cell forward, i.e. to the right. St/ is now in the configuration,, 0 and its tape reads as
(uj1jof1][ofo]ul]

The full run of this program is given in the following sequenc

Step 1: qp, U10100U —  go, LU10100L
Step 2 ¢y, U10100U — o, L10100L
Step 3: ¢p, U10100LI — g, LI10100L
Step 4: qp, U10100LI — g, LI10100L
Step 5: qp, U10100LI —  go, LIT0100L
Step 6: ¢y, U10100L1 — ¢, LU10100L
Step 7: ¢, U10100 — g9, L1010 LI LI
Step 8: ¢, L1010LI — ¢, U101 L LI

We have said that DTMs can do everything a real computer caardbreal computers compute
values of functions. Transducer Machines, a DTM variam capable of those computations.

Definition 5.15. Transducer Machines A transducer machin@’ is used to compute function$.
has a stringw € X* as input and produces another stripgas output. Outpuy is stored in a special
tape called the output tape. Given a functipra transducefl’ computes if the computatiory’(w)
reaches a final state containinffw) as output whenevef(w) is defined (iff is not defined]” never
reaches a final state). A functighis computable if a Turing Maching& exists capable of computing

it.
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5.5.5 Algorithmic Complexity for DTMs

A DTM can be used to find a solution to a problem, so how effityeran such a solution be found?
As stated previously, we shall be interested in finding tiséefst algorithms. Let us now introduce a
few concepts needed to quantify the efficiency of an algorith

The time complexity of an algorithrd expresses its time requirements by giving, for each input
length, the largest amount of time neededAio solve a problem instance of that size.

Definition 5.16. Time Complexity Function for a DTM. Let M be a DTM. We defing : N — N
as the time complexity function &1, where f(n) is the maximum number of steps thdtuses on
any input of length.

Definition 5.17. Time Complexity Class for DTMs Lett : N — R be a function. We define the
time complexity clas§IME(t(n)) , as the collection of all languages that are decidable bydf(n))
time DTM.

Definition 5.18. Class P The class of languages that are decidable in polynomiad tim a deter-
ministic single-tape Turing machine is denoted®gnd is defined as

P = JTIME (n*)

The language of Ex. (5.1) is A

A polynomial timeor tractable algorithmis defined to be one whose time complexity function is
O(p(n)) for some polynomial functiop, wheren is used to denote the input length. Any algorithm
whose time complexity function cannot be so bounded is daleexponential timeor intractable
algorithm Tractable algorithms are considered as acceptable, apdlst a satisfactory solution
for a problem has been found. Finding a tractable algorithasually the result of obtaining a deep
mathematical insightinto a problem. In contrast, intrblgalgorithms are usually solutions obtained
by exhaustion, the so called brute-force method, and areamstidered satisfactory solutions.

For example, no tractable algorithm for the Travelling Salan Problem (5.3) is known so far
([67] and [74]). All solutions proposed so far are based aimegrating all possible solutions. Why is
the Travelling Salesman problem intractable? Nobody krfowsure. It could be either that we need
a deeper knowledge of the characteristics of this problensiowply, that the Travelling Salesman
problem is inherently intractable. However, no proof foitimer of these two alternatives has been
supplied so far.

DTMs are powerful machines. However, there are many det@daoblems that require an un-
reasonable amount of resources from a DTM to be solved. Ifotlosving lines we introduce another
model of computation used to tackle some of those problems.

We shall study two of those problems in detail in the last pathis chapter, but before doing
so we must introduce some formal definitions in order to hhedadols required to define and attack
those problems.
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5.5.6 Nondeterministic Turing Machines

The definition of a Nondeterministic Turing Machine (NTM)signilar to that of an NFA. The com-
putation of an NTM is a tree whose branches correspond terdiit possibilities for the machine (see
Fig. (3)). If some branch of the computation leads to the jpicsatey.ccepithen the machine accepts
its input.

Definition 5.19. Nondeterministic Turing Machine. A Nondeterministic Turing Machine is a 7-
tuple My = (Q, 3, T, A, qo, qacceps Greject), WhereQ, X, T are all finite setsP(Q x I' x {L, R}) is the
power set of) x I x {L, R}, and

1. Q is the set of states

2. Y is the input alphabet not containing the blank symbol

3. I'is the tape alphabet, where € I"and> C T,

4.A:Q xT'—P(Q xT x {L, R}) is the transition relation,

. ¢o € Q is the start state,

. Qaccept € () 1S the accept state, and

- Qreject € Q is the reject state, Whe%ccept# Jreject

~N O 01

Notice thatA is not a function anymore but a relation, reflecting the fact that an NTM does not
have a single, uniquely defined next action but a choice tweveral next actions. In other words,
for each state and symbol combination, there may be moreath@appropriate next step, or none at
all.

Definition 5.20. Computation with an NTM. An NTM My acceptsinputw € X* if at least one
branch of its computation tree is a sequence of configuratianCs, . . . C; such that

1. C; is the start configuration o/, on inputw,

2. eachC; yieldsC;. 1, and

3. C is an accepting configuration.

My acceptslanguageA if A = {w|My acceptsw}, i.e. A is the set of all strings accepted By .

NTMs are powerful because of the assymetrical input-outplation found in the way these
machines compute. In order to have an NTWJ\ accept one string it suffices to find just one
branchb in the computation tree that accepis

It can be shown that an NTM can be simulated by a DTM, i.e. thatyeNTM has an equivalent
DTM ([68] and next section). However, simulating an NTM by @Nd may be at the cost of an
exponential loss of efficiency [67]. Whether this loss isdrént to this ‘translation’ between models
or is just a consequence of our limited understanding of atarchinism is the famouP ~ NP
problem [67].

5.5.7 Algorithmic Complexity for NTMs

We start by offering the definitions of time complexity fuloect and time complexity class for NTMs.

Definition 5.21. Time Complexity Function foran NTM. Let My be an NTM. We defing: N — N
as the time complexity function 8fy, whereg(n) is the maximum number of steps tiAdft; uses on
any branch of its computation on any input length
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Definition 5.22. Time Complexity Class for NTMs Lett : N — R* be a function. We define
the time complexity claddTIME(t(n)) , as the collection of all languages that are decidable by an
O(t(n)) time nondeterministic Turing machine.

For an NTM to accept string it is enough to find just one branéhn its computation tree that
acceptsv. However, a practical problem with this definition is to finds an NTM can have an infinite
(or exponentially big) number of different branches. Tlem a more operational method for doing
nondeterministic computation is needed. An importantaliscy in the theory of computation is the
fact that the complexities of many problems are linked bymsez a concept called verifiability.

For example, let us suppose we have a proposed solutiondofrdvelling Salesman problem
(5.5) and another solution for the SAT problem (5.4). In bocakes, we could easily check whether
each proposal is indeed a solution, all we need is a DTMwbatieswhether proposed solutions are
right or not. Let us formalize these concepts.

Definition 5.23. Verifier. A verifier for a languaged is an algorithmV/, where

A = {w|V acceptyw, c¢) for some string:}

We measure the time of a verifier only in terms of the length 6b a polynomial time verifier runs
in polynomial time in the length af. A languageA is polynomially verifiable if it has a polynomial
time verifier. The string, a certificate, is additional information needed by the freri For example,
in the case of problem (5.5),is the set of cities and distances, along with the boBndn the case
of the SAT problem (5.44,is the actual clause collection to be tested.

Note that a fundamental difference between an NTM (Def.95.and a verifier is that an NTM
findssolutions, while a verifier only checks whether a proposalsslution or not.
We now proceed to define a most important class of languageésnmuter Science:

Definition 5.24. Class NP The class of languages that have polynomial time verifeekiown as
NP.

What is the relation between the abstract model of an NTM haatoncepts of verifiers and NP
languages class? The answer is given in Theorem (1) ancit$ gan be found in [68].

Theorem 1. A language is iNP if and only if it is decided by a nondeterministic polynomiighe
Turing machine.
5.5.8 P = NP and NP-complete problems

The problemP Z NP is a fundamental topic in the theory of computation. It iswndhatP C NP
as any polynomial language can be checked with a polynoreidfier. Also, it can be proved [66]
that

Theorem 2. If a problem( € NP thend a polynomialp such that{ can be solved by a deterministic
algorithm having time complexitg) (27(™),
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Due to theorem (2) there is a widespread belief Ehat NP although no proof has been delivered

and thereford® = NP remains an open problem.

There is a particular set of problems NP that plays a key role in the theory of computation:
NP-completeproblems. In order to characterise this important set dbleros we shall introduce the
notion of polynomial transformations.

Definition 5.25. Polynomial Transformation. A polynomial transformation from a languade C
¥i to alanguagel, C 33, denoted by, o Lo, is a functionf such that

1. There is a polynomial time DTM that compujes

2.VrxedXixe ;< f(x) € Ly

Definition 5.26. NP-Complete Languages and Problem#\ languagel. is NP-completeif L € NP
and, for all other language$; € NP we find thatl; « L.

Due to our capacity to go from problem instances to langudnemeans of encoding schemes, we
can also say that a decision problens NP-completeif ( € NP and, for all other decision problems
¢; € NP we find that(; « ¢.

There is a plethora diiP-completeproblems. The first NP-complete problem (chronologically
speaking) was found by Stephen Cook ([75]) and it is statetarfollowing theorem (its proof can
be found in [75] and [66]).

Theorem 3. NP-Completeness of SAT problemSAT problem is NP-complete.

Therefore, studying the properties of SAT is an importartt active area of research, not only
because a polynomial-time solution to SAT would imply= NP, but also because SAT is used to
model problems and procedures in several areas of applieputer science and engineering like
Artificial Intelligence (e.g. [76]) and hardware verifiaati (e.g. [77] and [78]), using the following
approach ([79]):

1. Represent the problem in propositional logic

2. ldentify the proposition to be decided by satisfiability
3. Solve the SAT problem

4. Interpret the result in the original domain

Surveys of algorithms for solving several variations argtances of SAT can be found in [76], [80]

and [79] . Also, good introductions to the vast field of congtiginal complexity can be found in [81],
[82], [74], [83], and [68].
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6 Physics and the Theory of Computation

Considerations about the physical properties of systemd totsdo computation and/or transmission
of information have been studied for several decades. Qoesely, physics and computer science
have cross-fertilised each other for long time. As earlynabé 1940s, in the beginning of the digital
computer era, scientists wondered about the existenceuardification of the minimum amount of
energy required to perform a computation. J. von Neumara skt of lectures delivered in 1949 [
showed that “a minimum amount of energy required per eleangmulecision of a two-way alternative
and the elementary transmittal of one unit of informatiordsxclose ta:7, wherek is Boltzmann’s
constant and’ is the temperature of the system. Later on, R. Landauerestutie relationship be-
tween energy comsumption and reversible computation (goatational step is reversible iff given
the output of that step, its input is uniquely determipdmong those results published by Landauer
in [?] we have the following principle.

Landauer’s principle. Suppose a computer erases a single bit of information. frfweiat of energy
dissipated into the environment is at le&dtIn 2, wherek is Boltzmann’s constant, ard is the
temperature of the environment of the computer.

Landauer’s principle became a big motivation to do researchversible computation. Among
those works about reversible models of computation we fiddl [86] and [85].

Since evolution in quantum mechanics is reversible duedgatie of unitary operators, the next
step in the cross-fertilisation between computer sciencephysics was to link quantum mechanics
and computer science. Benioff introduced the notion of QuanTuring Machines and proposed
a quantum mechanical model for the simulation of a classicaiputer ([87], [90], [89], [88] and
chapter 6 of [93]). Additionally, R. Feynman, in his traditel and celebrated style, lectured at MIT
in 1981 [92] about the fundamental capabilities and linotadg of classical computers to simulate
quantum systems. A gentle and concise introduction to tleisdoof physics, computer science and
information theory, as well as Feynman’s main ideas behimgigs and computation can be found
in [93].

In 1985 D. Deutsch made two key contributions in [3]: a desifa Universal Quantum Turing
Machine and a physics-oriented version of the Church-Turing thesiich he called ‘Church-Turing
principle’:

The Church-Turing principle [3]. Every finitely realizable physical system can be petjesimu-
lated by a universal model computing machine operating hitefmeans.

In Deutsch’s words, the rationale behind the Church-Tupngiple was “to reinterpret Turing’s
‘functions which would be naturally regarded as computadsehe functions which may in principle
be computed by a real physical system. For it would surelydvd to regard a function ‘naturally’ as
computable if it could not be computed in Nature, and coralgis The Universal Quantum Turing
machine proposed in [3] was further developed and improyedio [95] and Bernstein and Vazirani
[96].

SFor example, the logical operati@R is notreversible, while the operatiddOT is indeed reversible.
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We now define a Probabilistic Turing Machine and a Quantunmguvlachine.

Definition 6.1. [8] Probabilistic Turing Machine. A Probabilistic Turing Machine (PTM) is a
Nondeterministic Turing Machine which randomly choosd#/ben the available transitions at each
point according to a probability distribution. Thus, a PTMy = (Q, X, T", A, qo, Gaccept Treject)s IS @
7-tuple where), 33, T are all finite setsP(Q x I' x {L, R}) is the power setaf) x I x {L, R}, and

. Q is the set of states

. Y is the input alphabet not containing the blank symbpl

. I'is the tape alphabet, where € I"andX C T,

. ¢o € @ Is the start state,

. Gaccept € @ 1S the accept state, and

. Greject € @ 1S the reject state, Whel@ccept 7 Greject

7. The transition relation is given by : Q@ x I' — P(Q x I x {L, R} x [0,1]), so that for a
given configuratiorC),, each of its successor configuratiafig, C-, . . ., C,, is assigned a probability
P1, P2, - -, Pn, Wheren is the cardinality ofP(Q x T' x {L, R} x [0,1]) and} " | p; = 1.

OOk, WDN P

Definition 6.2. [8] Quantum Turing Machine. A Quantum Turing Machine is defined analogously
to a PTM but with a different transition relation. The tratisn relation includes the use of complex
numbers which are the corresponding amplitudes of quantatasused for computation. A QTM is
a 7-tupleMy = (Q, 3, T, A, qo, Gacceps Greject), Where@, X, T are all finite setsP(Q x I' x {L, R})

is the power setaf) x I x {L, R}, and

. Q is the set of states

. Y is the input alphabet not containing the blank symbpl

. I' is the tape alphabet, where € I"andX C T,

. ¢o € Q is the start state,

. Gaccept € @ 1S the accept state, and

. Greject € @ 1S the reject state, Whel@ccept 7 Greject

7. The transition relation is given b : Q xI' — P(Q xI' x {L, R} x Cjo 1)), whereCy ;) = {z €

C| |z|* < 1}. So, for a given configuratiofiy, each of its successor configuratiofig Cs, . . ., C,, is
assigned an amplitude, 2o, . . ., z,, wheren is the cardinality ofP(Q x I' x {L, R} x Cjp7) and

E?:l ‘Zi‘z = L

Quantum computation can be regarded as the study and devehbvf methods that, by using
quantum mechanical properties, solve problems in finite {iirom a different computational point of
view, quantum computation is a sub-fieldwiconventional models of computatif@4]). Quantum
information can be defined as the field devoted to understgnidow information is represented
and communicated using quantum states. Due to the advarads over the last few years, both
disciplines are now huge areas of research where diversegts of several scientific communities
can be found. Quantum walks is one of those interests, maanritained in the sub-field of quantum
algorithms.

OO WNPE
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7 Algoritmos cuanticos

Con el objetivo de adquirir practica en el uso de simbologgraciones propios del computo cuantico,
los trabajos de esta seccion se haran en el pizarron ebuasstque se estudiaran son:

7.1 Una mala noticia: the no cloning theorem
7.2 Silos qubits no pueden ser copiados, @mo calcular?

7.3 Circuitos cuanticos
7.3.1 Compuertas controladas

7.3.2 Circuito cuantico para la generaco de estados de Bell
7.4 Paralelismo cié@ntico

7.5 El algoritmo de Deutsch
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